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4 Zermelo (Teotia degli insiemi di)
ZF Zermelo-Fraenkel (Teoria degli insiemi di)
ZFC ZF + Choice Axiom (ZF con I’Assioma di Scelta)

1.1 Filosofia della natura e scienza
moderna: le origini

on ¢ facile oggi scrivere un manuale di filosofia della natura che
pretenda, come il presente, di essere anche un manuale di
Sfilosofia della scienza. La difficolta deriva da tutta una serie di
motivazioni storiche e teoretiche insieme che per essere ade-
guatamente illustrate e spiegate tichiederebbero da sole non uno, ma piu
volumi, per di pitt d’indole specialistica e quindi di non facile lettura.

Dovendodi per forza di cose limitare, possiamo sintetizzare dicendo che,
nell’antichita classica e medievale della nostra cultura occidentale, 1a physica
o philosgphia naturalis includeva nel suo oggetto di studio non solo 'oggetto
teoretico di studio di ci6 che oggi definiamo col termine di fibosofia della
namra, ma anche Toggetto sperimentale di studio di quello sterminato e
sempte pit articolato insieme di discipline scientifiche che nella modernita
definiamo col termine di scenze naturals, le scienge biologiche, psicologiche e socials,
incluse!.

La filosofia della natura ha cominciato a distinguersi dalle scienze naturali
solo nella modernita, la cui origine viene infatti a coincidere con la nascita
nel XVI e nel XVII secolo delle scienze naturali, appunto «moderne», la
fisica galileiano - newtoniana innanzitutto. Tali scienze vengono progres-
sivamente a caratterizzarsi infatti per un loro specifico gggetto (fenomenico)
e per un loro specifico metodo di indagine (spetimentale) e di dimostrazione
(dapptima zncondizionato o «apodittico-deduttivor, quindi, dal XIX secolo
in pol, jpotetico-deduttive), nonché per un loro specifico Anguaggio formale*
(matematico), completamente distinto dall’oggetto, dal metodo e dal lin-
guaggio dell’antica metafisica e dell’antica filosofia naturale. Definiremo
in seguito (cfr. Capitolo 4) la nozione di filosofia della natura come parte
dell’ontologia e finalmente della metafisica, per renderci conto, pitt appro-
fonditamente, del senso generale di queste affermazioni.

1 Come appare dalla /egenda di simboli a fianco del testo, ci serviremo d’icone per eviden-
ziare diverse parti dell’esposizione, in modo da facilitarne la lettura e Papprendimento se-
lettivi da parte del lettore.
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Draltra parte, affermarsi della scienza moderna e del suo metodo mate-
matico d’indagine e di dimostrazione ha decretato la vittoria della filosofia
della natura d’ispirazione platonica tispetto a quella d’ispirazione atistotelica
del tardo medioevo. Sappiamo come la dottrina di Pitagora (VI sec. a.C.),
che faceva degli enti matematici I'essenza della realta fisica, fosse stata ti-
presa da Platone (IV sec. a.C.), sviluppata dall’eccezionale lavoro assioma-
tico di Euclide di Alessandria (111 sec. a.C.) e quindi applicata sistematica-
mente per lo studio delle realta fisiche e delle loro leggi da Archimede di
Siracusa (I1I sec. a.C.).

Nella stessa grecita, pero, questimpostazione pitagorico—platonica subi i
suoi primi radicali ridimensionamenti. Innanzitutto, la critica di Aristotele
IV sec.) alle inconsistenze formali del sistema platonico (teotia dei nu-
meri e delle idee) e della sua dottrina della «partecipazione formale» porto
allo sviluppo autonomo dalla matematica del sistema metafisico aristote-
lico. Esso misconosceva alle scienze matematiche un carattere fondativo
rispetto alle scienze naturali e, allo stesso tempo, riconoscendo all’ente lo-
gico-matematico (= universale) una realta unicamente mentale, astratta,
legava I'indagine filosofica sull’essere — quella che dopo Aristotele si defi-
nira «metafisica» — direttamente alle scienze fisiche e non a quelle mate-
matiche, com’era invece nella tradizione pitagotico—platonica. Di qui la
prima sistematizzazione della logica formale — ed in essa della #oria della
dimostrazione e del metodo deduttivo della sillogistica— operata da Aristotele, ba-
sata sulle proposizioni del linguaggio ordinario e non su quelle, molto pit
rigorose, del linguaggio matematico, come invece fara, per esempio, Eu-
clide nei suot Elmsents.

Draltra parte, con I'opera di questo illustre matematico alessandrino, la
matematica consuma, per altra via complementare a quella aristotelica, la
sua separazione dalla metafisica. Non solo l'aritmetica — come gia lo era
per Pitagora —, ma la stessa geometria diviene con Euclide una scienza
puramente formale, deduttiva, svincolata da ogni legame con la realta, di
cui cessa di essere una rappresentazione ideale.

Luso del metodo empirico nelle matematiche ed in particolar modo nelle
geometrie torna in auge con Archimede, ma come msetodo enristico per la
scoperta di nuovi teoremi, di cui fornite in un secondo tempo una dimo-
strazione formale, generalmente per assurdo come nei Dialoghi platonici. Ed
¢ precisamente in questo modo che il programma pitagorico—platonico
incontro ostacolo pit grave ad una generalizzazione della rappresenta-
zione geometrica della realta fisica, empiricamente accertabile.

Sappiamo come il geniale scienziato di Siracusa, fra i contributi maggiori
che diede alla matematica, fu il calcolo del volume della sfera, del cilindro,
la quadratura del segmento parabolico, nonché dello stesso valore di
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7 mediante Papplicazione come metodo di calcolo del prinapio di esan-
stione® inventato da un altro geniale discepolo di Platone, Eudosso di
Cnido (IV sec.), forse il pit grande matematico dell’antichita greca. Que-
sti, infatti, grazie al suo principio, aveva reso possibile alla matematica
greca di superare il primo grande shock della sua stotia: /& scoperta degli in-
commensurabili. La scoperta cioe che non esistevano solo 1 numeri naturali
e razionali a coda decimale finita (e/o periodica), che nascevano come rap-
porti fra grandezze geometriche commensurabili, ma anche 1 numeri irrazionali
a coda decimale zfinita/ aperiodica che nascevano come rapporti fra gran-

dezze incommensurabili (p.s., V2 come rapporto fra il lato di un qua-
drato e la sua diagonale).

Una scoperta che aveva posto in crisi d’un sol colpo la visione pitagorica
del numero come rapporto finito e quindi della matematica come scienza
dell’armonia e dell’assoluta, perfetta statiita. La genialita di Eudosso fu
quella di aver insegnato ai Greci a non aver paura dell'infinito — e i nu-
meri irrazionali si caratterizzano proprio per 'estensione infinita della loro
«coda» decimale — purché si rappresentino i numeri non come le statiche
armonie pitagoriche, ma come grandezze che variano e possono quindi ap-
prossimare valoti esatti, proptio come, nella rappresentazione classica del
metodo delle esaustioni (cfr. Figura 1-1), moltiplicando all'infinito i lati di
un poligono essi 7on potranno non coincidere— si tratta dunque di una dimo-
strazione per assurdo —con la circonferenza in cui il poligono ¢ isctitto.
Archimede, dunque — anche perché di Eudosso non ¢’¢ rimasto quasi
nulla di scritto —, fu colui che mostrd la fecondita del principio scoperto
dal suo illustre predecessore nell’ Accademia platonica, come metodo di
calcolo di aree, supetfici e rapporti «incommensurabili» quali appunto

quelli fra una circonferenza e il suo diametro (il famoso valore di 7).

Figura 1-1. Illustrazione intuitiva del principio di esaustione. Aumen-
tando all’infinito i lati del poligono inscritto esso non potra non coinci-
dere con la circonferenza.
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Ma proprio quando si tratto di generalizzare questo metodo di calcolo,
Archimede s’imbatté nel cosiddetto problema della guadratnra delle curve,
nel problema del calcolo, cioe, mediante lopportuna equazione numetica
associata, dell’area sottostante ad una curva di qualsiasi forma. Come sap-
piamo, infatt (cfr. Introduzione) la matematica greca, come attestato da
Archimede stesso, era in grado di calcolare I'equazione dell’area sottesa
alle sole aurve coniche. Il metodo di Eudosso delle esaustioni suggeriva pero
la possibilita di calcolare mediante i numeri infinitesimi P'area sottesa di
una curva mediante quella sottesa a una aurva poligonale (a lati rettilinei), ov-
vero di «quadrare una curvar.

f(x)

a b

Figura 1-2. Rappresentazione moderna del problema del calcolo
dell’area sottesa ad una curva (=«quadratura di una curva») mediante il
calcolo dell’integrale definito in un determinato intervallo di quella
curva. Ovvero, della rappresentazione funzionale’ y = f(x) su un gra-
fico cartesiano bidimensionale del polinomio algebrico che definisce
Pequazione dell’area della curva in questione. Come si intuisce, «strin-
gendo» sempre di pin il lato a_1,a_2, ..., a_(b — 1,) b dei «rettango-
lini» che seguono le variazioni di livello della curva (ovvero Pandamento
della variabile yrispetto ad x secondo la legge algebrica f), le diagonali
dei rettangolini in questione coincidono con la tangente della curva in
questione in quel dato intervallo. Quindi restringendo indefinitamente i
rettangolini possiamo atrivare a definire la tangente per un punto con
coordinate xy e, quindi, grazie alle diverse inclinazioni delle tangenti,
ricostruire la forma integrale completa o continua della curva.
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Ma per scoprire un metodo eftettivo di calcolo che generalizzasse a qual-
siasi curva il metodo di Eudosso come Archimede intui, bisognera aspet-
tare Newton e Leibniz, ovvero il XVII secolo, attraverso il wetodo della
tangente (detivata della curva in un dato punto) e dunque l'invenzione del
caleolo infinitesimale (vedi Figura 1-2). Un’'invenzione pero che supponeva
Lalgebrizzazione della geometria e dunque dellintera matematica (non solo
dellaritmetica) e la sizzbolizzazione del caleolo algebrico. Un sisultato che sara
ottenuto, almeno nella sua forma iniziale da Descartes, petfezionato da
Riemann, per giungere al suo apice oggi con la TC che completa questo
programma di vicerca — che allora ¢ il vero «punto di svolta» fra scienza clas-
sica e moderna.

Infatti, come sappiamo dall'Introduzione di questo volume, la TC fa
dell algebra delle relazioni e dunque dell'algebra degli operatori 11 metalinguageio
proptio — il metalinguaggio delle «frecce» invece che dello «epsilon» della
TI e dunque, platonicamente, della logica dei predicati — di tutta la mate-
matica e la logica, pure ed applicate.

Draltra parte, il fatto che per la soluzione del problema della quadratura
delle curve su cui si blocca la fisica-matematica greca bisogna aspettare
Peta moderna, idealmente circoscrive «’eta di mezzo» o Medio Evo fra le
due «parentesi» del problema e della sua soluzione facendone nel con-
tempo, secondo lideologia illuminista «’eta dell’oscuramento della ra-
glone scientifica» dominata dalla metafisica e dalla teologia.

Archimede, non possedendo questo formalismo moderno del calcolo,
per aggirare questo problema di calcolo, invento il suo ingegnoso «me-
todo meccanico» di soluzione di problemi matematici, vero antesignano
della nozione di cakolatore meccanico (di tipo analogico). Dapprima, se-
guendo il metodo di Eudosso delle doppie negazioni, dimostrava per as-
surdo la non-contraddittorieta dell’esistenza della soluzione, ovvero, in
termini moderni, del Jite della successione degli infinitesimi. Quindi «cal-
colavar la soluzione (approssimata) del problema mediante un opportuno
espetimento fisico, misurando le grandezze fisiche continue relative e le 1i-
spettive vatiazioni, per calcolare 1 valoti diseretz, numerici, della relativa
equazione. Cosi Archimede scopti e formulo leggi matematiche famose,
quali quelle della lunghezza dei bracei di leva, del galleggiamento dei conpi, etc. che
portano il suo nome.

Come detto, per risolvere matematicamente in maniera astratta € quindi
universale il problema della quadratura delle curve o di calcolo delle forme
integrali bisognera attendere cosi 'eta moderna. Anzi, dal punto di vista
della storia della matematica, si puo dire che, se I'inizio dell’eta moderna
coincide con la nascita della scienza moderna, la nascita della scienza mo-
derna coincide con la soluzione di questo problema. Fu infatti
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I'invenzione del calcolo infinitesimale, ad opera di Newton e Leibniz, a
risolvere il problema della quadratura dopo duemila anni, nel XVII se-
colo. In questo modo, il calcolo diede alla «nuova scienza» galileiana della
natura, nata un secolo prima, tutta quella capacita predittiva sull’evolu-
zione temporale delle grandezze fisiche rappresentabili geometricamente,
che ¢ alla base della potenza e quindi dei successi della scienza e della tec-
nologia moderne, almeno degli inizi.

Galilei aveva infatti si recuperato I'antica idea greca della natura matema-
tica e soprattutto geometrica delle leggi fisiche, ma integrando questiidea
con due nuovi principi metodologicr:

¢ La natura non va contemplata, ma zserrogata mediante le nostre ipo-
tesi matematiche in base alle quali costruire degli esperiment.

¢ LDosservazione sperimentale della natura avviene, non attraverso i
cinque sensi e esperienza ordinaria, ma attraverso un rigoroso me-
todo sperimentale, inteso come mzsurazione di grandezze fisiche (Cft.

infra Capitoli 2 e 4).

Tuttavia, la famosa lgge della caduta dei gravi di Galilei, che in maniera rivo-
luzionaria legava la caduta non al peso e quindi alla natura del
corpo — contro il buon senso e la fisica aristotelica —, ma dinermaticanente
(v. anematica™) alla sola «variabile geometrica» dell’altezza relativa del corpo
(e quindi dinamicamente (v. dinamica™), dopo Newton, all’azione della forza
di gravita terrestre), aveva la forma matematica della ben nota equazione
della parabola, conosciuta anche dai Greci. Cosi senza 'invenzione carte-
siana della geometria analitica e linvenzione del caliolo infinitesimale che ren-
deva possibile associare equazioni di tipo algebrico (polinomi) a curve di
qualsiasi forma, la scienza galileiana non sarebbe mai diventata la scienza
moderna che conosciamo.

Viceversa, grazie al calcolo, che ¢ alle radici del successo della scienza mo-
derna che ¢ davanti agli occhi di tutt, I'intuizione galilelana ha potuto svi-
luppare tutta la sua straordinaria fecondita. Anche se, purtroppo, almeno
agli inizi della modernita, al prezzo di una, peraltro non—necessaria asso/u-
tizzazione dei concetti matematici, legata all'uso del principio di evidenza
nellalgebra* e nel calcolo, da parte di Descartes e Leibniz innanzitutto.
Un’assolutizzazione che ¢ alla radice dello scientismo illuminista moderno
e che solo la scoperta del carattere necessariamente zpotetico delle scienze
matematiche pure ed applicate superera, ptima stoticamente con la sco-
perta delle geometrie non-enclidee (§1.5.1) e poi teoreticamente con la sco-
perta delle antinomie e della loro soluzione nella Teoria dei Fondamenti
della Matematica conseguente alla suddetta scoperta (§1.6.3).
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Fra Paltro, Iinterpretazione essenzialista, che Galilei abbraccio per render
conto della rivoluzione culturale della «nuova» scienza, come anticipato
nell’ Introduzione era finalizzata anche ad evitare questa assolutizzazione
algebrica della matematica.

Quest’affermazione di platonismo d fatto dell'impostazione galileiana va
comungque mitigata con le piti recenti scoperte fatte dagli storici come Stil-
Iman Drake (Drake 1990), che hanno lavorato direttamente sugli appunti
di Galilei, circa I'indole assolutamente non filosofica, ma strettamente spe-
rimentale della scoperta galileiana del 1604 della legge della caduta dei gravi.
Una scoperta derivata dalle sue geniali, rigorose e diuturne misurazioni,
che lo portarono a convincersi del comune rapporto fra la distanza per-
corsa dal corpo in moto e il quadrato dei tempi, in diverse situazioni spe-
rimentali. Come Drake sottolinea con forza, queste scoperte e queste mi-
surazioni furono fatte da Galilei senza che egli abbia mai scritto un’equa-
zione algebrica, sebbene evidentemente egli non dovesse ignorare I'alge-
bra* sotto forma di equazioni, che proprio durante i suoi anni di insegna-
mento della matematica a Pisa andava affermandosi.

Tuttavia, nei suoi appunt, egli si limito ad usare in maniera ferrea la no-
zione di «aumero» contenuta nel V Libro degli Eferenti di Euclide come
rapporto e come proporzionalita fra grandezze continue, cosi che egli la-
voro soltanto con numeri interi e frazioni intere di numeri (=numeti ra-
zionali). Se questo rendeva i suoi calcoli molto complicati e I'algebtizza-
zione di essi ad opera di Descartes e Leibniz pud essere certamente salu-
tata come una semplificazione che — lo ripetiamo — ¢ alla base della dif-
fusione e del successo della scienza moderna galileiana, pur tuttavia essi
erano all’epoca assolutamente rigorosi, visto che la fondazione del calcolo,
basato sulla nozione newtoniana di serie infinita convergente ad un limite de-
finito in senso moderno dovra attendere 'ottocento, e il lavoro di Dede-
kind sul concetto di mumero reale e la successiva assiomatizzazione del con-
cetto di Jmite ad opera di Cauchy e Weierstrass (Cfr. Capitolo 2).

11 limite computazionale della fisica—matematica galileiana — col senno
di poi, quello della matematica post-moderna dopo i teoremi di Gédel —
diviene cosi, di fatto, un pregio dal punto di vista teoretico. Un pregio che
¢ alla base anche dell’accettazione da parte di Galilei nel 1616 — all’epoca
della sua prima denuncia al tribunale ecclesiastico (cfr. la cronologia della
questione galileiana nell’Introduzione) — del suggerimento di Bellar-
mino di dare alle sue dimostrazioni, e a quelle della fisica—matematica co-
pernicana in generale, valore jpofetico, anche se non nel senso delle “fin-
zioni mentali” dei suoi nemici pseudo-aristotelici rinascimentali. Un’ipo-
teticita che non andava a contrastare col valore assoluto degli asserti della
fede. Infatti, nota saggiamente Drake,
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Galileo — e dopo di lui Newton — si preoccuparono di evitare
eventuali trappole ragionando soltanto in termini di rapporti e di
proporzionalita (definita da Euclide come «identita di rapportow),
relazioni non vincolate ai numeri come assoluti. Leibniz e prima di lui Car-
tesio, non osservarono la medesima cautela, e con cido aumenta-
rono la facilita di calcolo, alle spese del rigore matematico del pro-
cedimento (almeno fino all’assiomatizzazione del calcolo nel se-

colo XIX, N.dR.) (Drake, 2009, p. 6).

1.2 Eclissi moderna della filosofia della
natura

1 rapporti fra filosofia della natura e le nascenti scienze naturali nei primi
tre secoli della modernita sono stati in seguito rest difficili dal fatto che le
scienze naturali — causa la sciagurata opposizione ad esse nel processo a
Galilei da parte di filosofi della natura aristotelici (Cfr. Introdu-
zione) — si presentarono invece, come portatrici di cettezze assolute e
non spotetiche, sostitutive di quelle dell’antica filosofia naturale e addirittura
dell’antica metafisica scolastica (Koyré, 1961)2. Cosi, la suddetta ripresa
dellispirazione pitagotico—platonica nello studio della natura, non signi-
fico la contemporanea ripresa del contenuto pit proptiamente idealista e
spititualista della metafisica platonica, bensi piuttosto l'affermarsi di una
visione del mondo che si rifaceva esplicitamente ad un meccanicismo a
base geometrica di tipo democtiteo, riletto in chiave antimetafisica e pit
tardi anti-filosofica fout—court.

E questo il nucleo fondamentale di quelle «visioni del mondo» o «deolo-
gie® dlluminista (sec. XVIII) e positivista (sec. XIX) caratterizzate dal loro
«scientismoy che, insieme con 'altra visione del mondo o ideologia* ad esse
opposta ed in qualche modo successiva, quella storzista, hanno fatto si che
Peta moderna fosse definita da Martin Heidegger come I'«eta delle visioni
del mondo» (Heidegger, Sentiert interrotti, 1954, pp. 71-101). La crisi mo-
derna della filosofia della natura ha dunque coinciso con la crisi della filo-
sofia fout comrt di fronte all’avanzata delle scienze naturali, dei loro metodi
sperimentali e del loro linguageio matematico. Sempre di pitt nella cultura
e nella mentalita moderne sono le scienze ad essere divenute dispensatrici
— per i popoli e per i singoli, per i governanti e i loro sudditi, dapprima
dell’occidente e poi anche dell’oriente — di quelle certezze conoscitive, di

2 11 titolo del testo qui citato si spiega da solo: «Dal mondo del pressappoco all'universo
della precisione». Che il rigore formale delle discipline scientifiche contemporanee, naturali
e matematiche — e spetiamo anche filosofiche —, abbia raggiunto livelli di raffinatezza sco-
nosciuti al pensiero classico ¢ un dato di fatto incontestabile.
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quella «conoscenza bene fondata» detta appunto «scientifica» (I'e)pi-
sth/mh dei greci e la swentia dei latini) che nell’antichita erano dispensate
dalla metafisica e dalla teologia.

Cio ¢ divenuto talmente vero, come fenomeno culturale generalizzato,
che il termine senza nella cultura moderna ¢ ormai sinonimo di seenza
naturale e di scienza matematica (0 ogico - matematica» a partire dalla fine
del secolo scorso). Tutto cio ¢ stato naturalmente favorito, per una sorta
di suicidio intellettuale, anche dal fatto che la riflessione filosofica e meta-
fisica in generale ¢ andata progressivamente perdendo nella modernita
quel rigore dimostrativo che pure aveva nella classicita e nel medioevo,
isterilendosi in una sorta di disciplina a meta strada fra la riflessione este-
tica, I'ideologia e I'esercizio retorico. Un suicidio intellettuale che ha enor-
memente impovetito la cultura ed il pensiero moderni, ptivandolo di una
sua componente essenziale. Nel’ambito universitario, filosofia della na-
tura e metafisica a base naturalista di tipo scolastico sono cosi sopravvis-
sute nella modernita quasi esclusivamente come discipline ausiliarie nei
currienta di studio di facolta teologiche cattoliche, non di rado ideologica-
mente e quindi sterilmente contrapposte alle discipline scientifiche mo-
derne.

Ecco perché, come anticipato nell'Introduzione, la filosofia formale sulla
base del metalinguaggio della TC, costituiscono la premessa necessatia
per una rinnovata dignitd scientifica della filosofia, dotandola di un metodo
universale per il confronto delle teorie ontologiche, epistemologiche ed
etiche, senza i riduzionismi e le incongruenze che 'uso della TT come me-
talinguaggio della logica filosofica nella filosofia analitica di novecentesca
memoria recano con sé.

1.3 Filosofia hegeliana della natura

La «filosofia della natura», come disciplina distinta dalle scienze naturali,
nel vocabolatio culturale daico» dell'universita moderna ha momentanea-
mente ripreso quota nella prima meta del secolo scorso con la meteora
della filosofia hegeliana e con la sua visione del mondo «stoticista?.

3 Ricordiamo come la filosofia della natura nell Enciclgpedia hegeliana delle scienze filosofiche
costituisse il secondo momento, quello dell«antitesi», del processo stotico—dialettico di au-
tocoscienza dello spitito assoluto. Il momento in cui ddea in sé», oggetto della logica, si
«alienavan, si «negavar» nel «per sé» della natura materiale, regno dell’'oscura e cieca necessita,
per «iprendersi» nella «sintesi» delle varie forme naturali e storiche di vita dello spirio, «sog-
gettivoy, «oggettivow, fino all’autocoscienza piena dello spitito «assolutoy. Tale momento
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Mediante il metodo storico - dialettico* d'indagine, la filosofia aveva, infatti,
cercato di ritagliarsi di nuovo un ruolo e un proprio ambito di sopravvi-
venza nella cultura moderna, condizionata nel secolo scorso dall’avanzata
dell'ideologia scientista, quella «positivista» in particolare. La crisi dell'idea-
lismo storicista hegeliano come sistema metafisico onnicomprensivo e il
suo decadimento a semplice filosofia politica, nelle due ideologie contrap-
poste della «destra» e della «sinistra» hegeliane, ha coinciso percio con una
nuova eclissi della filosofia della natura dall’ambito culturale moderno. Bi-
sognera attendere gli anni 30 del XX secolo per una rinascita della filoso-
fia della natura su basi completamente diverse da quelle hegeliane (Cft.
Capitolo 3).

Dissoltasi come neve al sole la filosofia della natura hegeliana nella sua
vana pretesa di porsi come alternativa ideologica, come «visione del
mondo» contrapposta, alla scienza naturale galileiano—newtoniana e al
suo metodo, lo stesso tentativo di far rinascere la filosofia come «scienza
dello spitito» secondo il metodo storico—dialettico, ¢ stato inesorabil-
mente fagocitato dal potere effettivo sul reale del zzetodo gperazionale*, spe-
rimentale - matematico, tipico del modello galileiano di scienza naturale.
In tal modo, 1a filosofia della storia hegeliana come assoluta «scienza dello
spirito» si ¢ frammentata in una molteplicita di discipline empiriche di 1i-
cerca, le cosiddette Geisteswissenschaffen, che hanno per oggetto 'uomo, la
sua stotia e le sue attivita. Sono progressivamente nate cosi la psicologia, 1a
sociologia, economia, 1. storiografia € le discipline ad esse connesse, che hanno
via via perduto, del ceppo hegeliano da cui nascevano, non solo il metodo
storico—dialettico di indagine, ma anche la dizione, trasformandosi da al-
tisonanti «scienze dello spirito» (Geisteswissenscabffer) in molto pitt modeste
ed effettive scienge dell nomo.

Infatti, dopo il fallimento dei tentativi dello storicismo tedesco ottocente-
sco post—hegeliano di dare alle Geisteswissenschaffen un metodo rigoroso di
indagine e di formalizzazione contrapposto a quello sperimentale—mate-
matico o metodo operazionale® delle scienze naturali (Naturewissenschafien),
sempre di piu il linguaggio matematico e strumenti sperimentali quantita-
tivi di indagine sono venuti a caratterizzare anche le scienze dell’'uomo. In
tal maniera, esse, invece che essere stetilmente ed ideologicamente con-
trapposte alle scienze della natura, hanno finito per esercitare un prezioso
e tutt’altro che esautito stimolo per la revisione dei fondamenti del pen-
siero logico e matematico moderno che ha caratterizzato la fine del’800

sintetico costituisce il regno dell’«in sé e per sé» della liberta meta—individuale dello spitito,
che si esptime nelle tre forme storiche successive dell’arze, della religione e infine della filosofia,
come pit1 alta e definitiva «scienza dello spiritow. Scienza che, ovviamente, aveva nella filo-
sofia hegeliana la sua massima espressione.
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e tutta la prima meta del “900. I formalismi logico—matematici che erano
stati sviluppati nella modernita per lo studio della mecanica® sono tisultat
del tutto inadeguati al trattamento tigoroso di fenomeni cwomplessi, sia nelle
scienze fisiche, chimiche e biologiche (Cfr. zfra, Capitolo 2) che, a mag-
glor ragione, in quelli di tipo psicologico, sociale ed economico, quali
quelli oggetto delle scienze dell nomo.

1.4 Radice dello scientismo illuminista

1.4.1 Apogeo del programma illuminista

La parabola della meteora hegeliana si sviluppa di pari passo ad un appro-
fondimento dei fondamenti della matematica moderna, forse nel mo-
mento del suo massimo splendore. Quello in cui attraverso I'opera di ma-
tematici del livello assoluto di un Giuseppe Luigt Lagrange (1736-1813),
di un Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), di un Augustin Cauchy
(1789-1857), la chiave det successi della scienza moderna, il calcolo, e la
sua tigorosa applicazione ai problemi della meccanica e della dinamica
sembrava ricevere una sistematizzazione definitiva, mediante I'approfon-
dimento e lo sviluppo della nozione di finzione* allinterno di un quadro
finalmente rigoroso della nuova disciplina dell’analisi matematica*. Tale svi-
luppo culminera, nella seconda meta del secolo XIX dopo la prima defi-
nizione rigorosa del concetto di #umero reale* ad opera di Richard Dede-
kind (1831-1916), nella definizione formale della nozione di Zmite* ad
opera del matematico tedesco Katrl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-
1897), allinterno di un approccio all’analisi matematica svincolato da ogni
riferimento all'intuizione geometrica— come invece lo era agli inizi e par-
ticolarmente in Newton — e tendente alla sua completa aritmetizzazione
(aritmetica dei numeri reali) e algebrizzazione.

Ma proprio questo sviluppo della regina delle scienze nel «secolo dei
lumiy, Vanalisi matematica®, che mediante il suo completamento e la sua 1i-
gorosa formalizzazione doveva presagire al definitivo trionfo del «tischia-
ramento illuminista» e del suo programma scientista, conteneva in sé i
germi del disfacimento di tale programma. Esso fu innestato dalla succes-
siva riflessione sui fondamenti dell’analisi e della sua aritmetizzazione sui
numeri reali ad opera di Hilbert e di Georg Cantor. Prima pero di adden-
trarci in una sommaria ricostruzione dei punti di svolta principali della
riflessione sui fondament della matematica e dei motivi teoftici che spin-
sero ad essa (Cfr. infra § 1.6, pp.89ss.), soffermiamoci un attimo ad appro-
fondire la radice teoretica del programma scientista dell'illuminismo.
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1.4.2 Assolutizzazione dell’evidenza

La soluzione del problema della quadratura delle curve nella forma alge-
brica del moderno calcolo integrale e 1 successi della moderna fisica—ma-
tematica galileiano-newtoniana associati a queste straordinarie scoperte,
rafforzarono la convinzione che i postulati della geometria euclidea, alla
base delle rappresentazioni matematiche di quella fisica, fossero vers, ov-
vero adeguate rappresentazioni formali dello spazio fisico. Lungi pero dal
voler attribuire zeria a questi postulati su una intuizione empirica, prova
di essa sarebbe stata la loro assoluta auto-evidenzat analoga a quella, pura-
mente formale, indipendente da qualsiasi contenuto empitico, alla base
dell’algebra moderna e delle sue tautologie analitiche. Si basa su questa
tacita convinzione tutto lo scientismo illuminista dei secoli XVIII-XIX.
La pretesa cioe che la «nuova scienza» fisico-matematica, proprio perché
basata sul 7igore assoluto di deduzioni fondate su nozioni vere perché autoe-
videnti — gli assiomi di Euclide in geometria e le tre leggi di Newton della
meccanica in fisica (sulla centralita dell’evidenza come criterio di verita di
una fisica costruita sul modello della geometria, cfr. Capitolo 2.) —, po-
tesse sostituire la vecchia metafisica e la vecchia filosofia della natura, ri-
dotte, insieme con la teologia, a rango di pure superstizioni.

Meglio di qualsiasi commento, valgano questi due aneddoti, che, al di 1a
di ogni commento, fotografano perfettamente lo spirito dello scientismo
imperante in certl settori della cultura moderna alla fine del XVIII secolo.
11 primo, pit famoso, riguarda il dialogo fra il grande fisico e matematico
Pierre Simon de Laplace (1749-1827) e Napoleone a proposito del com-
mento di quest’ultimo alla monumentale opera di Laplace, il trattato ¢
Systéme du Monde (1797). Allosservazione di Napoleone che commentava
sorpreso come in questo trattato di cosmologia mancasse qualsiasi riferi-
mento a Dio, Laplace rispondeva sprezzante che «non aveva avuto biso-
gno di questiipotesi». Quest’affermazione era legata al presupposto di -
terminismo assoluto di tipo meccanicista nelle scienze della natura, divulgato
come «ptincipio del demone di Laplace», che trova la sua enunciazione
pitt completa in un passo famoso dell’altro suo trattato di filosofia della
natura: Essai philosophique sur les probabilites:

Un’intelligenza che, per un istante dato, potesse conoscere tutte le
forze da cui la natura ¢ animata, e la situazione degli esseri che la
compongono, e che inoltre fosse abbastanza grande da sottomet-
tere questi dati all’analisi, abbraccerebbe nella stessa formula i mo-
vimenti dei piu grandi corpi dell’'universo e quelli dell’atomo piu

4 Questa convinzione ¢, in particolate, alla base della dottrina cartesiana che identifica la
nozione geometrica di estensione o 7es extensa, con la materia fisica, facendo anzi di questa
presunta autoevidenza la seconda idea «chiara e distinta» o autvevidente del suo sistema.
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leggero: nulla le risulterebbe incerto, 'avvenire come il passato sa-
rebbe presente ai suoi occhi. Lo spirito umano offre, nella perfezione che
ba saputo dare all'astronomia, una debole parvenza di questa intelligenga’.

In altre parole, se fosse possibile conoscere, con precisione statistica in-
crementabile a piacere, al limite infinita, quale appunto ad un «demone»
sarebbe possibile, le «condizioni iniziali del moto» (posizione, q, € quantita di
moto, p: le cosiddette “variabili canoniche” della meccanica classica o «new-
toniana») di tutte le particelle che compongono l'universo fisico, dalle sud-
dette condizioni iniziali, mediante il solo ausilio delle legei della dinamica,
sarebbe possibile conoscere (dedurre) con la medesima precisione I'evo-
luzione dellintero universo. I astronomia moderna, nella sistematizza-
zione offerta da Laplace stesso nel suo capolavoro Mecanique Céleste (1798-
1825) sulla scorta delle legei newtoniane della gravitazione, offre dunque
per lo scienziato francese un’esemplificazione di quel paradigma di
scienza assoluta della natura cui in questo brano si fa riferimento

L’altro aneddoto — perché non pud essere pitt di questo — consiste in
un brano, riportato da E. Cassirer nella sua Storia del pensiero moderno (Ctt.
(Cassiter, 1978), volll, t.2, p. 444)), tratto dall'opera di uno sconosciuto
divulgatore delle idee newtoniane, S. Emerson, nel suo The Principles of nre-
chanics, pubblicato a Londra nel 1773. Questo brano, seppure meno fa-
moso del precedente aneddoto, ¢ esemplare dello stato di vera e propria
esaltazione dionisiaca che in certi ambienti culturali provocava il mito
della certezza assoluta delle nuove conquiste scientifiches. Allo stesso
tempo questo brano ¢ esemplare della convinzione che la «nuovay scienza
fisico-matematica newtoniana non fosse un’altra forma di sapere com-
plementare alla metafisica e alla filosofia della natura, ma una nuova e de-
finitiva filosofia della natura, assolutamente incommensurabile con quelle
che I'avevano preceduta e insuperabile da qualsiasi altra potesse seguitla.

La filosofia newtoniana, ossia I'nnica vera filosofia che vi sia al mondo, &
ugualmente fondata sulla meccanica. (...) Alcuni hanno ignorante-
mente obbiettato che la filosofia newtoniana come tutte le altre che
I’ hanno preceduta, invecchiera e sara superata da qualche nuovo
sistema (...). Tale obbiezione ¢ del tutto falsa. Nessun filosofo prima di
Newton infatti adopero mai il suo sistema. Mentre 1 sistemi filosofici
non sono altro che ipotesi, opinioni, finzioni, congetture,

5 Citato in (Ruelle, 1984, p. 16).

6 Addirittura, si artivo ad affermare che Newton era il «cnuovo Mosé». Come Mosé aveva
donato all'umanita le certezze assolute dei dieci comandamenti in campo morale, cosi
Newton aveva donato le certezze assolute delle tre leggi della dinamica in campo fisico.
Questo era anche implicito nel famoso adagio kantiano «l cielo stellato sopra di me (con
riferimento alla legge newtoniana della gravitazione universale, N.ZR.), la legge morale
dentro di me», per significare le due sedi moderne della certezza assoluta.



La filosofia kantiana
come giustificazione
epistemologica di
questa convinzione
e la critica della
metafisica

La progressiva
disfatta del mito
scientista nei secoli
XIX=-XX

1. DALLE ORIGINI AL XIX SECOLO — 77

fantasticherie, inventate a piacimento senza alcun appoggio nella
natura delle cose, egli al contratio costitul da sé solo una base del
tutto differente. Egli infatti non ammette se non cio che ottiene
attraverso esperimenti ed osservazioni accurate; quanto viene costruito poi
in qualsiasi modo su questa base, ¢ dedotto secondo un rigoroso ragiona-
mento matematico (Cotsivi nostri).

Questa stessa convinzione secondo la quale, con I'estensione analitica
della geometria euclidea, nella matematica, e con la meccanica newto-
niana, in fisica, si era ormai arrivati ad un «nocciolo duro» di conoscenze
assolutamente certe, che nulla avevano a che fare con le incertezze e le oscu-
rita della vecchia metafisica e della vecchia filosofia della natura, ¢ anche il
punto di partenza dell’opera di Immanuel Kant (1724-1804). Questa con-
vinzione costituisce, infatti, il fondamento della costruzione dell’edificio
delle tre Critiche, ed in particolare della prima di esse: la Critica della Ragion
Pura. Opera, questa, dedicata ad investigare quali siano le condizioni che
rendono le scienze matematiche e fisiche «pure» (non applicate) dotate di
quella necessita ed universalita assolute, considerate caratteristiche proprie
della scienza autentica, che invece mancano a qualsiasi metafisica propo-
sta nella stotia del pensiero. NellIntroduzione alla Seconda Edizione di
quest’opera (1787) Kant, infatti, si domanda:
Com’e possibile una matematica pura? Com'e possibile una fisica pura? Di queste
scienze, poiché esse realmente ci sono, vien bene domandarsi come siano
possibili, perché che debban essere possibili ¢ provato dalla loro esistenza
di fatto [In nota: Taluno potrebbe ancora dubitare che quest’esistenza I’ab-
bia la fisica pura. Ma basta dare un’occhiata alle diverse proposizioni che
s'incontrano all’inizio della fisica propriamente detta (empitica), come
quelle della permanenza della stessa quantita di materia, dell’inerzia,
dell’'uguaglianza fra azione e reazione e cosi via, per convincersi che costi-
tuiscono una physicam puram (o rationalem)’, che merita bene di essere espo-
sta separatamente, come scienza speciale, in tutta la sua estensione, piccola
o grande che sia]. Per cio che riguarda invece / metafisica il suo progresso
¢ stato fin qui assai infelice, poiché di nessuna delle metafisiche fin qui
esposte, per cio che concerne il suo scopo essenziale, si puo affermare che

realmente esista, deve ad ognuno lasciar dubitare con ragione della sua
possibilita (Kant 1787, 55).

Quanto avverra negli anni immediatamente seguenti nel santuario della
certezza scientifica, la geometria euclidea, e quanto avverra durante tutto
il secolo XIX e nei primi trent’anni del XX nelle scienze matematiche e
fisiche, provochera un terremoto concettuale di tali proporzioni che ha
distrutto I'edificio ritenuto incrollabile dell’assolutezza di queste certezze.
Un terremoto le cui scosse di assestamento sono tutt’altro che terminate,

7 Si tratta dell’antesignana di quella materia che oggi si insegna in qualsiasi facolta di fisica
e che va sotto il nome di «meccanica razionale» e che generalmente include la meccanica
classica e statistica.
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anzi con le quali dovremo abituarci a convivere a lungo anche in questo
inizio di terzo millennio, sebbene insieme ai segni sempre pitt evidenti di
un «isveglio adulto» della ragione umana, non pit schiava dei miti della
sua assolutizzazione.

1.5 Crisi dei fondamenti della
matematica nel secolo XIX

1.5.1 La nascita delle geometrie non-euclidee e
I’assiomatizzazione della matematica

La presunta autoevidenza e quindi la presunta «verita assoluta» dei cinque
postulati euclidei era un’idea che, nell’antichita, aveva suscitato pit di qual-
che perplessita nei filosofi e nei matematici. Fra i filosofi, innanzitutto,
Aristotele rifiutava tale idea, perché autoevidenti erano per lui solo gli as-
siomti, ovvero 1 ptimi principi della metalogica e della metafisica, quali il
p.d.n.c.. Fra i matematici, invece, a suscitare perplessita era in particolare
il quinto postulato. Esso afferma: «date due rette, ed una terza intersecante
le prime due, queste sincontrano nella direzione in cui la somma degli
angoli dellintersezione ¢ minore di due retti». In altri termini, date due
rette parallele, esse non s’incontrano mai neanche a//infinitos. Un’altra for-
mulazione equivalente del medesimo assioma, che ci risultera utile fra
poco, ¢ la seguente: «per un punto esterno ad una retta passa #a ed nna

sola parallela alla retta datay.

Lidea che faceva difficolta agli antichi era proprio il fatto che molte linee
cosiddette «asintotiche» che al finito non s’incontrano, all'infinito invece
s'incontrano (p.es., un’iperbole ¢ asintotica ai suoi assi: Cfr. Figura 1-3)°.
Poiché dunque il quinto postulato sembrava tutt’altro che «autoevidentey,
nacque in molti matematici, antichi e moderni, esigenza di dimwstrare la
verita di esso, deducendolo dagli altri quattrot©.

8 Infatti, l]a somma degli angoli adiacenti dell'intersezione di una qualsiasi secante di due
rette parallele in ciascuna delle due direzioni ¢ sempre equivalente a due angoli retti, qual-
siasi delle due direzioni si prendano.

9 Un testo che dimostra, con un numero impressionante di prove documentali come la
questione del quinto postulato e quindi delle geometrie euclidee e non-euclidee attraversi
tutto il pensiero occidentale da Platone, Eudosso, Atistotele ed Euclide fino alla matema-
tica moderna, ¢ il libro di Imre Toth (Toth, 1997), dedicato al commento di frammenti
non—euclidei nel Conpus Aristotelicum.

10 Essi sono: 1) per due punti distinti passa una sola retta; 2) Ogni segmento puo essere
prolungato indefinitamente; 3) Dati un centro e una distanza qualsiasi si puo desctivere un
cerchio; 4) Tutti gli angoli retti sono uguali fra di loro.
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Nell’eta moderna, una serie di matematici di prim’ordine si dedico al pro-
blema della dimostrazione del quinto postulato, tutti fallendo nel loro
compito. Fra essi ticordiamo il gesuita italiano Girolamo Saccheri (1667-
1733), lo svizzero tedesco Joan Heinrich Lambert (1728-1777) e il fran-
cese Adrien Marie Legendre (1752-1833). 11 fallimento di questi tentativi
di dimostrazione rafforzo nell’'opinione pubblica la convinzione che an-
che il quinto postulato, nonostante le sue difficolta, si dovesse prendere
come assolutamente vero perché autoevidente. Con cid veniva definitiva-
mente confermato il principio cartesiano—kantiano dell’evidenza e di-
strutta nella modernita I'idea aristotelica e scolastica della differenza fra
assiomi (assolutl) e postulati (ipotetici) e quindi della differenza fra i principi
della metafisica e quelli delle diverse scienze, innanzitutto quelle matema-
tiche e fisico-matematiche, che si confermavano cosi essere le nuove
«scienze assolute» del «secolo dei lumiy, in grado di rimpiazzare 'obsoleta
metafisica. In ogni caso, considerazioni filosofiche a parte, la supposta au-
toevidenza dei postulati euclidei giustificava in pieno l'uso linguistico mo-
derno di considerare la nozione di «assioma» del tutto equivalente a quella

di «postulatom.

Quando dunque, intorno al 1820, il princeps mathematicornm, Friedrich
Gauss (1777-1855), si convinse invece che l'indimostrabilita del quinto
postulato — soprattutto alla luce del fallimento della dimostrazione per
assurdo che ne aveva tentato Saccheri!! — non era semplice questione di
fatto, ma nascondeva la possibilita della coerenza di una geometria senza
il quinto postulato — quindi la possibilita di «geomettie non-euclidee»,
come egli stesso per primo le defini — si guardo bene di divulgare questa
notizia per 'impopolarita che gliene sarebbe detivata. Ma la dimostra-
zione era nell’aria o, se vogliamo usare una terminologia hegeliana, era
«nello spitito dei tempi».

11 Saccheri aveva cercato, senza riuscire, di dimostrare la verita del quinto postulato me-
diante la dimostrazione dell’assurdita della sua negazione.



La fondamentale
dimostrazione di
Lobacevskii
dellimpossibilita
logica di dimostrare
il quinto postulato

La «geometria
assoluta» di Bolyai

80 — FILOSOFIA DELLA NATURA E DELLA SCIENZA

ey

Y 0

%, O
% o¢

(a,0)
fuoco /; fuoco
- -

2 2
. .ox .
Figura 1-3. Iperbole nella forma canonica —2 ~ p2y Ovvero cutva piana

direttri&
dire17_

che si definisce come luogo dei punti per i quali & costante la differenza
delle distanze da due determinati punti definiti come i fzochi delliper-
bole. Si notera dalla figura come i bracci dell’iperbole si sovrappongano
solo all’infinito con i rispettivi asintoti. Solo all’infinito infatti la diffe-
renza delle distanze dai fuochi sara uguale a zero.

Dili a pochi anni, nel 1829, il matematico russo Nicolaj Ivanovic Loba-
cevskji (1793-1856) rettore del’'Universita di Kazan, e, nel 1832, il giovane
matematico ungherese Janos Bolyai (1802-1860) giunsero alla medesima
conclusione di Gauss, pubblicandone, pero, 1 risultati e cercando — inu-
tilmente, almeno Bolyai —’appoggio pubblico di quest’ultimo.

In particolare, Lobacevskji dimostro I'impossibilita di dimostrare il quinto
postulato nella sua formulazione equivalente gjia ricordata (ovvero 'enun-
ciato euclideo che per un punto fuori di una retta puo passare una ed una
sola parallela alla retta data). Su questa base egli costrui quella che defini
una «geometria immaginaria», del tutto astratta dalla percezione comune,
senza il quinto postulato. Una geometria che pure era perfettamente coe-
rente: la prima geometria non—euclidea, di tipo iperbolico, mai proposta
con successo nella storia dell'umanita.

Bolyai, da parte sua, ando, se possibile, ancora pit avanti, dimostrando
che non ¢ contraddittorio ammettere che per un punto non solo passi pitt
di una parallela, ma addirittura finite parallele ad una retta data. In tal
modo, costrui su questa base una geometria non-cuclidea «assoluta»
— «scienza assoluta dello spaziow, la defini —, proptio perché in qualche
modo basata su un’ipotesi pit comprensiva di quella di Lobacevskji. Ma
fu soltanto con Bernhard Riemann (1826-18606) che la rivoluzione con-
cettuale innestata dalle sconvolgenti scoperte dei tre succitati autori, rag-
glunse il suo culmine.
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Prima pero dillustratla per quanto sommariamente, € bene fissare imme-
diatamente una riflessione epistemologica fondamentale, che aiuti a ren-
dersi conto di quanto qui era successo e del canzbio epocale che queste sco-
perte hanno implicato. Cosi, per esempio, lo descrivono E. Nagel e J. R.
Newman:

La convinzione tradizionale che gli assiomi della geometria (o gli
assiomi di qualunque sistema) possano essere provati dalla loro ap-
parente autoevidenza, fu cosi radicalmente distrutta. Inoltre, poco
alla volta risulto chiaro che il vero compito del matematico puro ¢
quello dz derivare teoremi da ipotesi postulate, senza che debba preoccu-
parsi come matematico di decidere se gli assiomi introdotti siano
di fatto veri (Nagel & Newmann, 1993, p. 21).

Rimandando a §1.6.3 la rigorosa prova di questa affermazione, tutta la
pretesa della filosofia moderna dopo Descartes di sostituire come criterio
di verita P'evidenza e/o P'auto-evidenza di alcune proposizioni a quello
dell’adeguatezza all’essere, si dimostrava cosi infondata. Abbiamo gia 1i-
cordato che questa convinzione era talmente radicata che il massimo dei
matematici moderni, Gauss, si proibi addirittura di patlare in pubblico di
questa straordinaria scoperta, perché il suo buon nome non venisse intac-
cato. Come ricorda Boyer nella sua storia della matematica, «in diverse
lettere ai suoi amici Gauss elogio le ricerche di Lobacevskji, ma non volle
mai riconoscetle nei suoi sctitti per timore di suscitare le risa dei ‘beot?’
(sie)». Cosi ancora si esprime Boyer:

Lobacevskiji viene considerato «l Copernico della geometria» come co-
lui che ha rivoluzionato questo campo della matematica creando un’in-
tera branca completamente nuova (...) mostrando comze la geometria encli-
dea non Josse guella scienza esatta depositaria di veritd assolute guale era stata quella
precedentemente considerata. In un certo senso, possiamo affermare che la
scoperta della geometria non-euclidea inferse un colpo mortale alla fi-
losofia kantiana, paragonabile alle conseguenze che la scoperta delle
grandezze incommensurabili ebbe per il pensiero pitagorico (Cfr. sopra
§ 0). L’opera di Lobacevskji rese necessario wodificare radicalmente le conce-
gtoni fondamentali circa la natura della matematica (Boyer, 1982, p. 621).
Corsivi nostti.

1.5.2 La formalizzazione di Riemann

Quali fossero le conseguenze cui accennava Boyer divenne chiaro pero
solo dopo che Bernard Riemann, nella sua famosissima tesi di abilita-
zione, Sulle jpotesi che stanno alla base della geometria, discussa a Gottinga di-
nanzi a Gauss nel 1854, amplio il senso di «geometria non—euclidea» ben
al di la della geometria iperbolica di Lobacevskiji e Bolyai, costruendo una
nuova geometria ellittica, basata su un nuovo postulato delle parallele.
Nella sua geometria nessuna parallela puo essere tracciata per un punto
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esterno alla retta data. Ma non € qui o, meglio, non ¢ soltanto qui la rile-
vanza della sua scoperta. Con Riemann la geometria (e quindi tutto il resto
della matematica) viene completamente assiomatizzata, segnando cosi il
passaggio dal metodo cartesiano dell’evidenza a quello assiomatico. Non
solo i postulati di qualsiasi scienza non vanno presi #ai come verita asso-
lute, bensi solo come zpotesi, ma — almeno in branche della scienza come
la matematica «pura» — ¢ lo stesso contenuto desctittivo dei ptimitivi e
degli assiomi — e quindi dell'intero sistema assiomatico da essi deri-
vato — a dover essere abbandonato. Con Riemann la scienza matematica
abbandona, per la prima volta nella storia del pensiero, ogni contenuto
denotativo di oggetti — i cosiddetti «enti matematici» cari alla tradizione
pitagorico—platonica —, per divenire pura scienza di relazions sintattiche (al-
gebriche) fra simboli del linguageio matematico.

In altre parole, malgrado il carattere paradossale di certe conclusioni, non
si tratta piu di parlare in geometria di «spazi», «rettey, «figure» o «punti» nel
senso della nostra espetienza ordinaria. La geometria dopo Riemann, pro-
priamente, ha a che fare solo con «ennuple (relazioni algebriche fra simboli,
come coppie, triple, etc. N.ZR.) che vengono raggruppate secondo pre-
cise regole».

La matematica cessa insomma di essere «la scienza della quantita,
com’era stata per oltre duemila anni, per divenire «scienza di relazioni», la
scienza formale per eccellenza che trae le sue conclusioni logicamente im-
plicite in un qualsiasi insieme coerente di assiomi. Questo punto va ben
compreso perché essenziale a comprendere quel processo di formalizza-
zrone det linguaged scientifici che ¢ tipico delle scienze matematiche e final-
mente anche delle scienze filosofiche contemporanee.

Nella scienza matematica greca la geometria, intesa come scienza mate-
matica dello spazio, aveva come oggetto esclusivamente figure spaziali ac-
cessibili all'intuizione. Per questo, p. es., non si andava oltre lo spazzio piano
a tre dimensioni della nostra esperienza ordinaria, legata intrinsecamente al
fatto che la luce (su brevi distanze) si propaga in modo assolutamente
rettilineo.

11 primo passo verso la formalizzazione fu fatto fare alla geometria mo-
derna attraverso 17nizio dell'algebrizzazione della geometria, in particolare
quando, a partire da Descartes, divenne evidente la corrispondenza che
esiste fra geometria* ed algebra*. Dopo la pubblicazione della sua Géometrie,
divenne definitivamente patrimonio del pensiero matematico moderno la
nozione che ogni figura geometrica rappresenta in forma spazializzata la
soluzione della relativa equazione algebrica (polinomio). Senza I'algebriz-
zazione della geometria, come piu volte detto, sarebbe stata impossibile
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la nascita dell’analisi matematica e del calcolo infinitesimale e quindi della
scienza moderna.

In particolare, grazie al simbolismo sviluppato da Descartes per le espres-
sioni algebriche — I'uso dei segni «+» e «—», delle prime lettere dell’alfa-
beto per indicare le costant, delle ultime per indicare le variabili e, soprat-
tutto, della notazione esponenziale per indicare le potenze di numeri —
la geometria poté superare quei limiti che il legame troppo stretto con
Pintuizione spaziale le imponeva. Prendiamo, per esempio, il calcolo del
quadrato del binomio:

(a + b)?

Ognuno di noi ha imparato fin dalle scuole medie a calcolatlo con un
semplice afgoritmo* che consente di ottenere il polinomio risultante, attra-
verso una sequenza di semplici operazioni algebriche e senza alcun riferi-
mento alla costruzione geometrica associata. Innanzi tutto, si scrivono %
variabili, associandovi gli esponenti in senso crescente e decrescente:

_a’*+ _ab+ _b?

1 posti vuoti dei wefficzenti si ottengono, per la seconda potenza del bino-
mio, dalla seconda tiga del cosiddetto «triangolo di Tartaglia» (o di Pascal),
a sua volta ottenuto attraverso un altro semplice afgoritmo*. Per ogni riga,
si pongono i coefficient 1 all'inizio e al termine di essa, e gli altri si otten-
gono sommando i coefficient! intermedi della riga precedente:

1
11
121
1331
14641
15101051
1615201561

Di solito, pero, quando si spiega il procedimento non si patla mai di qual’e
la costruzione geometrica associata al calcolo algebrico del quadrato del
binomio (a + b)? — costruzione, che fra laltro pud essere definita
come un mzodello geometrico di questo calcolo che lo rende evidentensente vero
alla percezione. La costruzione associata ¢ quella di un quadrato come
risultato della somma di due quadrati pit piccoli, rispettivamente di lato «
e b, con due rettangoli di lati ab.
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a

Figura 1-4. Equivalente geometrico—intuitivo del calcolo del quadrato
del binomio

Ora, con lo stesso algoritmo si puo facilmente calcolare la, terza, quarta,
la quinta, ..., '#sima potenza di un binomio — e con una regola simile
definita da Newton, di un qualsiasi polinomio. P.es.,

(a+ b)2 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3
(a+ b)* = a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab® + b*
(a +b)° =a® +5a*b + 10ab? + 10a?b® + 5ab* + b°

Invece, mediante il metodo intuitivo di tipo classico non si potrebbe an-
dare oltre il cubo del binomio: ¢ impossibile, infatti, immaginarsi uno spa-
zio a piu di tre dimensioni. Grazie, dunque, all’algebrizzazione della geo-
metria ¢ stato possibile estendere la geometria euclidea a spazi piani non
solo a tre dimensioni, ma a 7—dimensioni, facendo dell’evidenza ragzonale
svincolata dalla percezione sensibile, il fondamento della verita matema-
tica.

Piu in generale, infatti, grazie all’algebrizzazione cartesiana della geometria
siamo in grado di trasformare i postulati di Euclide della geometria piana
in altrettante espressioni algebriche su un cosiddetto grafico cartesiano a n
dimensioni. Nel caso pit semplice bidimensionale, il «punto» cortispon-
dera ad una coppia di numeri (x, y) che definiscono le coordinate di quel
punto; la dinea» ad una relazione (lineare) fra numeri espressa da un’equa-
zione di ptimo grado a due incognite (XY ); la «citconferenza» ad una re-
lazione fra numeti espressa da un’equazione di secondo grado (mrr 2), etc.

La geometria riemanniana introduce un ulteriore livello d’astrazione dai
contenuti intuitivi. Le espressioni algebriche dell’algebra elementare sono
pur sempre fifetite a grandezze (numeriche e/o spaziali) che esse deno-
tano in forma simbolica. Dopo Riemann le espressioni algebriche usate
nella sua geometria sono costruite in modo che esse 7on denotano alennehé,
sono espressioni senza significato (referenziale), ovvero puramente sintat-
tiche, ma che possono assumere diversi significati (referenziali) o diverse
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Semantiche attraverso un’appropriata uterpretazione®. Con Riemann la geo-
metria diviene insomma un sistena formale nel senso proprio, moderno del
termine. In altri termini, la geomettia si trasforma in scienza deduttiva in
grado di rappresentare astrattamente, col suo formalismo simbolico, non
piu relazioni fra grandezze, ma relazioni e strutture algebriche. Esse possono
essere applicate, mediante successive interpretazioni, a molteplici tipi di
entita, ma in se stesse sono prive di qualsiasi contenuto denotativo, di
qualsiasi significato referenziale, di qualsiasi riferimento ad oggetto.

Di fatto si riconobbe che la validita della deduzione matematica
non dipende in alcuna maniera dal particolare significato che puo
essere associato ai termini o alle espressioni contenute nei postulati.
Si vide cosi che la matematica ¢ molto piu astratta ¢ formale di
quanto non si supponesse tradizionalmente: piu astratta perché, in
linea di principio s/ possono fare affermazioni matematiche su cose assoluta-
mente qualsiasi, anziché su insiemi intrinsecamente circoscritti di oggetti o di
proprietd di oggetti (le proprieta quantitative, N.4.R.), perché la validita
delle dimostrazioni matematiche 7iposa sulla struttura delle afferma-
gioni, pinttosto che sulla natura particolare del loro contenuto. (...) Ripe-
tiamo che 'unica questione riguardante il matematico puro (in
quanto distinto dallo scienziato che usa la matematica per studiare
un oggetto particolare) non ¢ se i postulati che egli ammette o le
conclusioni che egli trae dai primi sono veri, ma se le conclusioni
avanzate siano, di fatto, /e conclusioni logiche necessarie delle ipotesi da
cui ¢ partito (...). Fintantoché abbiamo a che fare col compito es-
senzialmente matematico di esplorare le relazioni puramente logi-
che di dipendenza tra le varie affermazioni, i significati familiari dei
termini primitivi (i termini con cui sono costruiti i postulati di par-
tenza, N.d.R.) devono essere ignorati e gli unici «significati» asso-
ciati ad essi sono quelli assegnati dagli assiomi in cui entrano. Que-
sto ¢ il significato del famoso epigramma di Russell: la matematica
puta ¢ quella scienza in cui non sappiamo di cosa stiamo parlando
o se cio che stiamo dicendo ¢ vero (Nagel & Newman 1993, 23s.).

Ha ben ragione, dunque, Strumia, attento come noi a cogliere le diffe-
renze e le relazioni fra scienza moderna e metafisica classica, ad affermare
che in tal modo la matematica raggiunge il suo punto di distanza maggiore
dalla metafisica, ben oltre quello che gia i Greci con Atistotele avevano
intuito. Essa non ha piti a che fare con la verita nel senso della denotazione
extra-linguistica mentale e/o fisica degli asserti, ma semplicemente con la
coerenza degli assertl stessi e quindi con la consistenza™ del sistema formale* cui
essi appartengonot2. In tal modo la matematica viene sempre piu ad

12 Pt esattamente la nozione logica di verita diventa puramente intra-linguistica, quella della
relazione semantica fra metalinguaggio e linguaggio-oggetto nell’analisi formale di una teoria,
come Hilbert ci insegnera.
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assomigliare alla /gza formale, unica scienza che nella classicita ha a che
fare non con il contenuto degli asserti, bensi con la fora di essi e dei ra-
gionamenti e/o degli argomenti ad essi associati. Ovvero, degli argomenti
costruiti a partire da tali asserti, se essi fungono da premesse di un ragio-
namento, o costruiti per arrivare ad essi, se sono conclusioni di un ragio-
namento.

Non ¢ dunque casuale che la logica matematica come pura logica simbolica as-
siommatizzata che si interessa della cotrettezza formale dei linguaggi (coe-
renza, consistenza) e non del loro contenuto veritativo extra-linguistico,
malgrado preconizzata da Leibniz, si sia sviluppata solo dopo 'assioma-
tizzazione delle matematiche, alla fine del XIX secolo ad opera di Gottlob
Frege (1848-1925), Iiniziatore della cosiddetta szolta linguistica della scienza
e della filosofia moderne. Un’assiomatizzazione cominciata da Riemann
con la sua assiomatizzazione della geometria a meta del XIX secolo, e
proseguita dal matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) con
un’analoga assiomatizzazione dell’aritmetica alla fine del XIX secolo!® e
finalmente culminata con David Hilbert (1862-1943) con assiomatizza-
zione della geometria euclidea (Hilbert, 1899). Vi torneremo anche nel
Capitolo 3.

Cio perd poneva un problema di non facile soluzione. Come poter ren-
dere conto con assoluta certezza della werenza e quindi della reciproca comr-
patibilitd fra le affermazioni di una geometria come quella non-euclidea,
assolutamente contro—intuitiva, se non c’e alcun mezzo di rendere conto
della verita di certe affermazioni? Nella vecchia geometria euclidea il
modo era semplice: dato che ci si poteva basare sull’evidenza intuitiva per
giudicare della zerita di certe affermazioni, siccome si supponeva che as-
sertl veri fossero tra loro sempre compatibilit4, dalla verita evidente di essi

13 1] sistena di Peano, che costituisce il primo esempio di una teotia matematica comple-
tamente assiomatizzata ed espressa esclusivamente nel linguaggio simbolico della nuova
logica matematica, fu pubblicato per la prima volta nel 1889 negli Arithmetices principia nova
methodo exposita. 11 sistema formale proposto da Peano prendeva come primitivi i termini di
«zeron, «aumero interow, «relazione di successione». Questi primitivi soddisfacevano (as-
sumevano un «significato» pet) i seguenti cinque assiomi: 1) Zero ¢ un numero; 2) Se 7z ¢
un numero, allora il successore di 7 ¢ un numero; 3) Zero non ¢ il successore di nessun
numero; 4) Due numeri i cui successoti sono uguali, sono essi stessi uguali; 5) Ogni pro-
prieta di cui gode lo zero e il successore immediato di ogni numero che gode della pro-
prieta data, appartiene a tutti 1 numeri (assioma di zduzione matenatica infinita). 1. aritmetica
ordinaria costituisce un modells* di questo sistera formale che lo rende vero per quella part-
colare applicazione. Inversamente, il sistema formale di Peano costituisce un’assiomatiz-
zazione dell’aritmetica ordinaria («diofantea»), anche se oggi, dopo Gédel, sappiamo trat-
tarsi di un’assiomatizzazione necessariamente zwmpleta, vista Uesistenza di aritmetiche non-
diiofantee

14 Oggi pero, dopo Gédel, anche affermazioni di questo tipo non sono per nulla scontate,
anzi tutt’altro. Vi torneremo.
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si deduceva la loro reciproca compatibilita e quindi la consistenza del si-
stema. Questa strada non era pero conciliabile con astrattezza contro-in-
tuitiva della nuova matematica a base algebrica.

La soluzione trovata da Riemann, sebbene parziale dal punto di vista teo-
retico, logico—formale, perché apre la via all'uso di mzetodi non—finitari (non-
costruttivi) di dimostrazione della verita e della coerenza det sistersi formall,
tuttavia ha avuto il gran merito di rendere la geometria non—euclidea ac-
cessibile anche all’intuizione, facendola uscire dall’aria rarefatta del forma-
lismo algebrico puro, accessibile a pochi eletti. Piti tecnicamente, Riemann
ha proposto un mwdello endlideo della sua geometria non-euclidea ellittica
— interpretazione estesa dal matematico italiano Eugenio Beltrami
(1835-1900) anche alla geometria iperbolica di Lobacevskji — come geo-
wmeetria dello spazio curve. Un modello in grado di dare un significato parziale
ma intuitivo agli asserti del sistema formale considerato (in questo caso
dei diversi sistemi formali considerati) e quindi in grado di rendere evi-
dente anche la cerenza degli asserti paradossali, apparentemente assurdi, o
controintuitivi di quel sistema!s.

In questo modello euclideo viene data un’inserpretazione™ di «piano» come
superficie di una sfera e di «retta» come cervhio massimo* di una stera. In tal
modo, si riportava la «coerenza» della geometria non—euclidea alla verita
di quella euclidea e quindi alla supposta coerenza dei postulati di quella.
Una soluzione che, ripetiamo, dopo Gé&del, ¢ molto discutibile, ma che
ottiene un risultato non piccolo: quello di rendere intuitivamente «evi-
dente» e fruibile anche dai non-matematici Pastrattezza delle geomettie
non—euclidee. In tale modello, infatti la geometria ellittica di Riemann
viene a corrispondere ad una geometria descritta sulla superficie a curva-
tura positiva della sfera euclidea, mentre la geometria iperbolica di Lobace-
vskjii a quella descritta sulla superficie a curvatura smegativa della
(pseudo-)stera euclidea.

15 Questo metodo di dimostrazione di coerenza, per quanto formalmente parziale perché
fondato su condizioni logicamente molto pesanti quali 'uso di metodi infinitari di dimo-
strazione, put tuttavia ha una sua corrispondenza nella logica del linguaggio comune. Per
rendere evidenti ragionament astratti ¢ essenziale fare degli esempi. Immediatamente s’in-
tuisce che il principio puo valere per un numero indefinito (potenzialmente infinito) di casi
analoghi, ovvero che formalmente posseggono la medesima stuttura*.
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Figura 1-5. Due punti sul piano di Riemann (a sinistra) divengono due
punti sulla sfera di Euclide (a destra); due rette parallele divengono due
cerchi massimi; due segmenti paralleli divengono due archi di cerchio
massimo*. Essi evidentemente, se prolungati, s’incontrano, contraria-
mente all’assioma delle parallele della geometria euclidea.

In questo modo alcuni asserti paradossali delle geometrie non-euclidee
diventano immediatamente evident. L’asserto della geomettia riemaniana
che per un punto esterno ad una retta non puo essere disegnata alcuna
parallela alla retta data diviene immediatamente evidente, non appena si
consideri che due segmenti paralleli sul piano di Riemann cortispondono
a due archi di cerchio massimo di una sfera di Euclide. Essi, prolungati,
evidentemente s’incontrano, contro I'assioma euclideo delle parallele (Cfr.

Figura 1-5).

Ugualmente I'asserto che la somma degli angoli interni di un triangolo ¢
maggiore di 180° nella geometria ellittica di Riemann, o minore di 180°
nella geometria iperbolica di Lobacevskji, diviene immediatamente evi-
dente non appena essi vengano descritti invece che sul piano di Riemann
o di Lobacevskji sulla superficie, rispettivamente a curvatura positiva e
negativa della sfera di Euclide (Cfr. Figura 1-6).
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Figura 1-6. Descrizione intuitiva dei triangoli rispettivamente: sullo spa-
zio piano euclideo (sopra), sullo spazio ellittico riemaniano (centro),
sullo spazio iperbolico lobacevskjiano (sotto). Come si vede dalle proie-
zioni a fianco di ciascuna figura dei tre angoli costruiti sovrapponendo i
lati contigui dei triangoli originali, nel primo caso la somma degli angoli
interni & uguale a due retti (180°), nel secondo caso ¢ maggiore di due
retti, nel terzo € minore.

1.6 La nascita delle teorie degli insiemi e
i fondamenti della matematica

1.6.1 Lateoria non-assiomatica degli insiemi di
Cantor e I’antinomia di Cantor

1.6.1.1 Metodo assiomatico come antidoto ai tranelli
dell’evidenza e del relativismo

Gia abbiamo accennato ai limiti della dimostrazione zudiretta di coerenza
delle geomettie non-euclidee mediante la costruzione di un modello eu-
clideo di esse, come quella dello spazio curvo. Tale dimostrazione consi-
ste infatti nel ridurre il problema della coerenza delle geomettie non—eu-
clidee a quello della zerita intuitiva (evidente) della geometria euclidea e
quindi alla supposta coerenza della stessa.
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Draltra parte, si potrebbe tentare una dimostrazione diretfa della coerenza
della geometria non-euclidea mediante tale modello, profittando della sua
evidenza. Sfortunatamente, pero, quando si ha a che fare, come nel nostro
caso, con modelli infiniti e non finiti di un determinato sistema formale,
il ctiterio di evidenza, ovvero il principio cartesiano delle «idee chiare e
distinter, ¢ soggetto a erroti e contraddizioni — le cosiddette arntinonsie lo-
giche. Bssse emergono non appena si cerca di provare con zetodi costruttivi*
la consistenza di siffatte teorie formali. Non appena, cio¢, con gli asserti
delle teorie matematiche, non i si limita ad affermare semplicemente I'esi-
stenza di certe entita, basandosi sulla supposta evidenza delle rispettive
nozioni, ma si cerca sempre di definire, dimostrare o calcolare Pentita ma-
tematica supposta esistente, a partire da entita e/o operazioni pi senplict.

11 problema ¢ che, come sapevano bene gli antichi, ma i moderni hanno
dovuto re-imparare a loro spese, gli oggetti infiniti — soprattutto quelli
«troppo infinit» come sono necessati in una teoria sui fondamenti di una
scienza con pretesa di onnicomprensivita’ tispetto al proprio oggetto e di
antonomia assoluta rispetto ad altre forme di linguaggio e conoscenza —,
sono inconciliabili con P'uso di metodi costruttivi. E assurdo, infatti, pen-
sare di costruite «pezzo a pezzo» un oggetto infinito!”. Torneremo nel
Capitolo 3, quando tireremo le somme della moderna discussione sui
fondamenti della matematica a base insiemistica e sulla delicata questione
degli infiniti in matematica, nonché nel Capitolo 5 quando tratteremo
della questione dell'infinito in metafisica e teologia dal punto di vista della
teotia tommasiana dell’zufinito attuate.

16 Tecnicamente, sono «troppo infiniti» gli insiemi con cardinalita paragonabile a quella di
17, da collezione universale» di tutti gli oggetti di un determinato universo di discorso. In
pratica, cio che oggi abbiamo imparato dopo i fallimenti di Cantor e di Russell, ¢ che per
una scienza, il rigore di un formalismo spinto, quale solo un approccio costruttivo puo
garantire, puo essere usato solo con un sottoinsieme degli oggetti propti di quella scienza.
Ovvero linitando la dimensione degli insieni costruibili, degli insiemi cioe la cui esistenza puo
essere dimostrata, e non solo supposta mediante un apposito assioma (Cfr. (Hallett, 1996)).
17 Cosi si ¢ espresso Paul J. Cohen (1934-2007) nell Introduzione al suo libto su Iz zeoria
degli insiemi e [potesi del continno (Cohen, 1960) che, a tutt’oggi, costituisce il capitolo fin ale
finora scritto nella moderna teoria dei fondament della matematica a base insiemistica.
Nei termini della scolastica aristotelica, ¢ assurdo pensare di far passare completamente «in
attoy un infinito «in potenza. Il che non significa affatto che per tale filosofia ¢ assurda la
nozione di «infinito attuale» fout-conrt cosi che tale nozione possa essere usata solo dalla
teologia e da una «teologia negativar, di tipo mistico e non razionale. La dottrina dell’infi-
nita attuale della scolastica ¢ molto piu ricca di queste semplificazioni. Ed anche se essa
non puo vantare il rigore e la ricchezza di nozioni e di metodologie che oggi, dopo Cantor,
possiamo avere nell’affrontare il problema, ¢ certo che i fisultati cui siamo giunti non con-
traddicono quelli della scolastica tommasiana. Torneremo nel Capitolo 5 su questo punto.



Infinitarieta e
certezza basata
sull'evidenza

L'inevitabile
«dimensione tacita»
della conoscenza
basata sull'evidenza

Dimensione tacita
dellevidenza e
relativismo culturale

Il metodo
assiomatico come
antidoto al
relativismo

1. DALLE ORIGINI AL XIX SECOLO — 91

Draltra patte, dal punto di vista epistemologico, 11 metodo dellevidenza in
quanto intrinsecamente infinitario, non garantisce «di fattoy cerezze univer-
sali, come divenne chiaro alla riflessione epistemologica ottocentesca
post-hegeliana, in particolare dopo 1 lavori di Wilhelm Dilthey (1833-
1911) sul carattere eminentemente storico-culturale del principio di evidenza
innanzitutto nelle scienze storiche.

Ovvero su quella che nel XX secolo il filosofo ed economista austro-un-
gherese Karl Polanyi (1886-1964) ha definito, rifacendosi ditettamente a
Dilthey, la dimensione tacita (=inconscia) della conoscenza, che ¢ valida, ov-
viamente, anche nell’epistemologia delle scienze matematiche pure ed ap-
plicate (Polanyi, 1966). In altri termini, quando usiamo il principio di evi-
denza (= stato di coscienza) per definire il metodo della conoscenza scien-
tifica come hanno fatto i moderni a partire da Descartes, Newton, Leibniz
e Kant, ¢ chiaro che cio che appare intersoggettivamente evidente e quindi suf-
ficiente per dimostrare la za/idita di una determinata teotia in una partico-
lare epoca e/o contesto culturale non ¢ affatto tale in un’altra epoca e/o
contesto culturale.

La storia della scienza moderna ci ha fornito diverse prove di questo,
come pure il multiculturalismo tipico della nostra epoca per quanto 1i-
guarda le altre discipline umanistiche, p.es., in etica, in ontologia, etc. Que-
sto perché il tranello dell’evidenza consiste nel fatto che cio che abbiamo
portato a coscienza «esplicitato» come principio «indubitabile», necessario
e sufficiente, per dimostrare la validita di una qualsiasi teotia appare tale
solo nel contesto culturale di chi condivide nconsciamente o facitamente un
numero definito di altre supposizioni non esplicitate, al di la del numero
necessariamente fizito di quelle esplicitate (evidenti) mediante assiomi. Ov-
vero, I'indubitabilita della conoscenza basata sull’evidenza ¢ sok per chi
condivide la stessa «dimensione tacita» della conoscenza. Per chi invece
appartiene ad altri contesti storici e socioculturali queste premesse tisulte-
ranno tutt’altro che evidenti e la razionalita/validita della teoria risultante
tutt’altro che indubitabile. E qui la radice del redativismo culturale e quindi del
nibilismo che ci affligge.

Le scienze logiche e matematiche per questo hanno abbracciato, fin dalla
meta del secolo XIX, innanzitutto con Riemann come abbiamo visto in
§ 1.5.2 il metodo assiomatico della formalizzazione che evita i tranelli dell’evi-
denza e garantisce I'universalita di quanto provato alla luce degli assiomi
e delle regole di inferenza definite, allo stesso tempo e per ciO stesso definen-
done rigorosamente i limiti di validita. Ovvero garantisce che chiunque partira
dagli stessi assiomi e regole di inferenza arrivera «sempre e ovunque» ai
medesimi risultati. In questo modo, se si ¢ interessati a dimostrare altro,
sara sufficiente cercare gli assiomi e le regole necessari e sufficienti a
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provatlo, a prescindere dalla diversita delle comvinzioni e/ o apinioni personali
o di gruppo.

Ecco perché quando oggl in epistemologia si patla di #zezods infinitari ci si
sta riferendo essenzialmente a quelli basati sulla cosiddetta ztuizione intel-
lettnale di oggetti infiniti intesa come primzitivo soggiacente a qualsiasi neces-
sarlamente parziale assiomatizzazione, propria della tradizione «platonica»
in ontologia della matematica — da Gédel (Gédel, 1954; 1964), a Fraenkel
(Fraenkel, 1953; 1966), ad Husset] (Hussetl, 1929) e alla fenomenologia —
ma criticata da Heidegger in nome del carattere storico dell’evidenza
stessa (Heidegger, 1927; 1954) — e, viceversa, quando si parla di #zetod; finr-
tari ci si sta tiferendo a quelli costruttiv, algoritmici basati sull’assiomatizza-
zione e la formalizzazione, come sappiamo, oggi estendibile anche alla
filosofia formale con tutti 1 distinguo necessari's.

1.6.1.2 L’approccio costruttivista di Cantor ai fonda-
menti della matematica

Tornando al nostro exwursus storico sulla fondazione della matematica
moderna e del calcolo, innanzitutto, la questione dei fondamenti della ma-
tematica s'impose con urgenza a partire dalla seconda meta del secolo
scotso, proptio per la straordinarieta delle scoperte fatte, che sconvolge-
vano certezze sedimentate in millenni e delle quali noi abbiamo accennato
solo alla pit sconvolgente, la scoperta delle geometrie non-euclidee. Fu il
matematico tedesco Georg Cantor (1845-1918) il primo che cerco, con
grande onesta intellettuale, di affrontare con metodo costruttivo esteso perd
anche ad oggetti infiniti — e qui come vedremo sara il suo limite —il problema
di una ri-fondazione della matematica dopo 1 terremoti intellettuali dei
primi cinquant’anni del secolo XIX. E lo fece «prendendo il toro per le
cornay, affrontando direttamente il problema dell'znfinita attuale che, se-
condo un classico pregiudizio moderno legato ad un’interpretazione rea-
lista del calcolo infinitesimale, sembrava indispensabile per poter garantire
quella consistenza incondizionata o «assoluta» delle teorie matematiche
—ed in particolare della «regina» della matematica moderna: /analisi

18 Cfr. il bellissimo saggio del matematico brasiliano Newton C. A. Da Costa (1929-) --
famoso per i suoi fondamentali lavori sulle logiche para-consistenti —, in difesa della necessita
dei metod; infinitari basati sull'intuizione intellettuale, data la necessatia incompletezza dei
metodi finitari per provare la consistenza degli asserti matematici, sia nella matematica pura
che nella matematica applicata alla fisica (Da Costa, 2011).
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matematica, nella sua forma aritmetizzata (Paritmetica dei numerti reak)!* do-
vuta a Dedekind e Weierstrass.

Karl Weierstrass (1815-1897), d’altra parte, attraverso la sua famosa for-
malizzazione della nozione di Jwite usando /a relazione € — § introdotta
per la ptima volta da Augustin-Louis de Cauchy (1789-1857) — che ¢ il
modo oggi normalmente insegnato per definire la nozione di limite e che
¢ definita sui mumeri reali 2 —, suggeri Iinutilita di usare la classe dei numeri
infinitesimi come un’ulteriore classe numerica per giustificare il calcolo e
Panalisi, allo stesso tempo evidenziando la necessita di una giustificazione
dellinsieme dei numeti reali.

Draltra parte, il pregiudizio dellinterpretazione reaksta degli infinitesimi
come necessatia alla giustificazione dell’analisi era gia stato criticato da
Leibniz nella sua fondazione del aakolo differenziale, ma solo lo sviluppo nel
XX secolo di una matematica ed una logica intuizioniste ad opera del ma-
tematico e filosofo olandese Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)
e quindi di un’analisi non-standard ad opera di Abraham Robinson (1918-
1974) ricevette nel 1966 una rigorosa formalizzazione assiomatica
(Robinson, 1974), reintroducendo di dititto la nozione di numero infini-
tesimo ed i numeri infiniti nella loro interpretazione leibniziana all'interno
della matematica moderna. Gdel in particolare, dopo aver dimostrato
Pequi-consistenza della matematica intuizionista con quella classica
(G6del, 1933), saluto con particolare enfasi il risultato di Robinson.

Egli, allora, con il permesso di Godel stesso, inser il seguente passaggio
di una conferenza di Gédel sull’analisi non-standard nella Prefazione alla
seconda edizione del suo testo fondamentale sull’analisi non-standard.
Go6del, infatti, affermava che «vi sono buone ragioni per credere che 'ana-
lisi non-standard, in una qualche versione o altra, costituira L analisi del fiuturon.
Infatti, essa colma un gz nella matematica moderna per cui «a prima

19 Ovvero, i punti del continuo geomettico possono essere messi in corrispondenza biu-
nivoca (isomotfismo) con (insieme de) i mumeri reali, ovvero con I'insieme che include
I'insieme dei namrali (inteti positivi maggiori di 0), degli znzeri (positivi e negativi), dei ragionali
(decimali con coda decimale finita ¢/o petiodica), degli srrazionali (decimali con coda deci-
male infinita aperiodica) e dei #rascendenti (irrazionali che non sono soluzioni di polinomi
algebrici, come ).

20 Sia f una funzione definita su un sottoinsieme D dei numet reali, sia ¢ un punto-limite
di D e sia I un numero reale, allora Ll_r}} f(x) = L. Seperogni€ > 0 esisteun§ > 0
tale che per tutti gli x € D, se 0 < |x —¢| < 6, allora |f (x) — L| < &. Simbolica-
Li_r}}f(x) =L (Ve>0,36>0,Vx€D,0< |x—¢| <6) =

[f(x) — L] <é).

mente:
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teoria esatta degli infinitesimi ha visto la luce trecento anni dopo inven-
zione del calcolo differenziale» ad opera di Leibniz (Robinson, 1974, p.
xvi)2,

Se questo ¢ il risultato finale della discussione matematica moderna sulla
nozione di infinito e di infinitesimo in matematica, spetta a Georg Cantor
aver per primo affrontato la questione nella sua proposta di usare la #oria
degli insiemi come metalinguaggio della matematica, in una versione #on-assio-
matica e pet questo impropriamente definita «ingenuay della TT medesima.
Proprio per risolvere le antinomie che teorie non-assiomatiche degli in-
siemi (Cantor) e delle classi (Frege: cft. § 1.6.2) nella fondazione di oggetti
infiniti inevitabilmente recano con sé, vennero sviluppate nel XX sec. le
teorie assiomatiche degli insiensi per garantire assiomaticamente e non costrut-
tivamente l'esistenza (logico-matematica) di collezions infinite.

In ogni caso, ecco come Cantor stesso impostava il problema mostrando
come la questione dellinfinito emergeva dall'interno medesimo del cakolo
e dellanalzsi matematica e quindi della stessa nozione di fiunzione (definita sui
numeri reali) e quindi alla nozione di continuo in geometria:

Non vi ¢ dubbio che noi non possiamo fare a meno di quantita
variabili nel senso dellinfinito potenziale e da questo puo essere dimo-
strata la necessita dell’zufinito attuale. Affinché vi sia una quantita
variabile in una teoria matematica, il «dominio» della sua variabilita
dev’essere strettamente parlando conosciuto in anticipo attraverso
una definizione. Comunque, questo dominio non deve essere a sua
volta qualcosa di variabile, altrimenti qualsiasi base fondata per lo

2! 1 riferimento di Gédel a «diverse forme di analisi non-standard» acquista un particolare
rilievo quando si tenga presente la cosiddetta interpretazione sinfattica dellanalisi non-stan-
dard sviluppata a Princeton dal matematico ameticano Edward Nelson (1932-2014) me-
diante la sua feoria interna degli insiemi (Internal Set Theory) (IST) che fornisce un’assiomatizza-
zione dell’analisi non-standard senza dover presupporre che essa richieda l'introduzione
«dallesterno della sintassi del linguaggio insiemistico ordinario» di un oggetto come l'insieme
I degli infinitesimi in quanto sotto-insieme dei reali cui le formule sintatticamente ben for-
mate dell’analisi non-standard si tiferiscano (Nelson, 1977; 2014). In altri termini, mentre
Godel difende un interpretazione sezantica della nozione di infinitesimo dell’analisi non-
standard, congruente con la sua ontologia /giista della matematica che platonicamente
riserva un ruolo costitutivo dellintuizione intellettuale nel suo riferirsi a oggerts infiniti
«esterni» alla sintassi del linguaggio matematico sebbene essi non possono essere provati
usando metodi finitari, come i feoremi di incompletezza dimostrano (Gédel, 1954; 1964), Iin-
terpretazione sinfattica dell’analisi non-standard di Nelson ¢ perfettamente congruente con
la sua rigorosa ontologia formalista. Essa, infatti, nega ogni valore semantico o «rappresen-
tazionale» di oggetti delle proposizioni consistenti del linguaggio matematico nel senso di
referenza a oggett «esterni» alla sintassi del linguaggio matematico medesimo (Nelson,
2002). Torneremo nel Capitolo 3 sulla questione dell’'ontologia degli oggetti matematici
dopo il punto di svolta dei teoremi di incompletezza di Gédel che hanno posto la parola
«fine» alla questione dei fondamenti nella matematica moderna.
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studio della matematica verrebbe meno. Quindi questo dominio ¢
un insieme di valori definito, atfualmente infinito (Cantor 1886, 9).

Cantor affronto il suo compito costruttivo con una nozione eccezional-
mente semplice, quanto comprensiva per tutte le diverse scienze mate-
matiche che era la sua definizione di insiense?2. Se infatti non si potevano
pit considerare come autoevidenti le nozioni fondamentali della matema-
tica (p. es., 1 concetti di numero, di figura, di funzione...) la strada era
quella di dimostrarli a partire da una nozione molto pitt semplice, quella
appunto di isieme (Menge, in tedesco). Intuitivamente, infatti, come sugge-
rito gia da Welerstrass, un numero puo essere definito come insieme coe-
rente di unita, una figura geometrica come insieme cwerente di punti, una
funzione come relazione fra susiensi ordinati in base a una relagione di ordina-
mento (<) e quindi a una metrica, etc. Ora, sebbene la teotia di Cantor ti-
sultd eccezionalmente feconda per numerose scoperte sui fondamenti
della matematica ed in particolare sulla nozione tripartita di #ufinito («po-
tenziale», «transfinito» e «attuale») in matematica, essa si scontro, inevita-
bilmente, con insanabili antinomie. Ma andiamo per gradi.

1.6.1.3 Il carattere non-assiomatico o “ingenuo”
della teoria di Cantor

La TI di Cantor ¢ definita «ingenua» perché «non-assiomaticar, in quanto
non supponeva altri assiomi oltre il principio di non-contraddizione (p.n.c.) per
glustificare in maniera consistente l'esistenza di insiemi. In altri termini, la
teotia degli insiemi di Cantor proprio per non usare assiomi che si aggiun-
gano al p.n.c. per giustificare la consistenza della teotia stessa, non ¢ una
teotia ipotetico-deduttiva sui fondamenti, ma una teotia con una pretesa di
fondazgione assoluta (apodittica) delle matematiche, ed ¢ qui, come vedremo
il suo limite. Infatti, proprio perché la teotia cantoriana degli insiemi porta
a insanabili antinomie, le teotie successive degli insiemi sono tutte «assio-
matiche» e quindi «potetico-deduttive», in quanto solo con l'aggiunta di
ulteriori assiomi (ipotesi) si pud garantire la consistenza della teoria.

Ecco, dunque, due testi di Cantor riportati nella sintesi offerta da me in
un mio saggio dedicato alla questione dei fondamenti dal punto di vista
metalogico e metafisico (Basti, 1966), saggio che utilizzeremo molto nella
nostra ricostruzione del pensiero cantoriano. La prima citazione rilevante
da sottolineare ¢ contenuta nel saggio di Cantor del 1887-88 sui numeri
transfiniti, Mitteilungen zur Lebre vom Transfiniten 1, 11 (Cantor, 1932):

22 Non ¢ qui il luogo per approfondire la teotia cantoriana degli insiemi. Rimando a una
trattazione piu approfondita in (Basti & Perrone 1996) e, soprattutto (Hallett 1984).



e

La radice platonica
del concetto
cantoriano di
insieme

e

II carattere platonico
non-ipotetico della
Tl di Cantor

96 — FILOSOFIA DELLA NATURA E DELLA SCIENZA

Quando la totalita degli elementi di una molteplicita puo essere pensata
senza contraddizione come «un essere insieme» cosicché la loro collezione

in «una sola cosa» ¢ possibile, io la definisco una molteplicita consistente

o un insieme (Cantor, 1932, p. 443).

Come si vede, il fatto di non includere alcun assioma oltre il p.n.c. per
garantire l'esistenza di un insieme evidenzia il platonismo della teoria
come tentativo di una fondazione zncondizionata senza ipotesi (assiomi) ag-
gluntive della matematica (e della logica) basata sulla nozione di «insieme».
Ed ecco un altro testo di Cantor tolto dal medesimo saggio in cui diviene
ulteriormente chiaro il fondamento platonico della nozione di «totalita in-
siemistica» basata su un atto di «intuizione intellettuale». Quello per cui
nella tradizione platonica 'nomo diviene capace di conoscere Uuniversale
logico (unumr versus ali), eidos platonico, nella sua wmicita formaley irriduci-
bile, in quanto distinta dall’ wita quantitativa» replicabile, iterabile» della
wolteplicita quantitativa» (di Democrito: cfr. Capitolo 5) del numero car-
dinale associato a quell'insieme, che nell'insiemistica cantotiana diventa la
«cardinalita» o «potenza» di un dato insieme:

Sia M un dato insieme pensato come una cosa esso stesso, e consistente di
cose concrete, definite e ben differenziate o di concetti astratti che sono
chiamati gli elementi dell'insieme. Se noi astraiamo non solo dalla natura
degli elementi, ma anche dall'ordine in cui essi sono dati, allora nasce in noi
un concetto generale definito (universale, unum versus alia), con il significato:
unum aptum inesse multis (ano capace di essere in molti), che io chiamo po-
tenza di M o numero cardinale appartenente a M [cardinalita di M, N.4.R]
(Cantor, 1932, p. 411).

La centralita della nozione insiemistica di «aumero» e quindi della «arit-
metica» estesa anche ai numeti reali e non solo naturali in Cantor ¢ dun-
que ben diversa da quella scoperta da Hilbert nel suo lavoro sui fonda-
menti della geometria citata in precedenza (Hilbert, 1899). Mentre in Hil-
bert aritmetica ha una fondazione puramente «sintattica» e «algebrica»
radicalmente antiplatonica consistente col suo «programma formalista /-
nitistico (algoritmico)» ai fondamenti della matematica su cui torneremo nel
Capitolo 3, in Cantor l'aritmetica ha una fondazione contenutistica «for-
male e non-formalistan, radicalmente «infinitistica», consistente con 'onto-
logia platonica dell’ente logico e matematico.

1.6.1.4 | tre capisaldi della teoria di Cantor e la sua
nozione tripartita di infinito

Tte sono i capisaldi del’approccio cantotiano «non assiomatico» e quindi
«platonico» alla teotia degli insiemi in matematica (Basti, 1966, pp. 179-
201):
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1. Innanzitutto, quello che va sotto il nome di Teorema di Cantor, ovvero
'approccio «costruttivor o «induttivor all’esistenza di insiemi in base
al principio che ogni insieme ¢ sotto-insieme del suo «insieme-po-
tenzay.

2. Secondatiamente, I'altro teorema quello della enumerabilita di insieni in-
finiti usando il procedimento algebrico e assolutamente controintui-
tivo della dimostrazione dell’essenziale «isomorfismoy fra tutt gli in-
siemi numerabili (quello dei «azionali» Q, degli «inteti» (positivi e
negativi) Z e dello stesso insieme di tutti gli insiemi «numerabili» U)
perché possono essete tutti posti in «cottispondenza biunivoca (#so-
morfismo) e dunque «contat» con I'dnsieme dei naturaliy N. Di qui la
«definizione positiva» di «insieme attualmente infinito» che Cantor
offre per la prima volta nella stotia del pensiero, per la quale «un in-
sieme infinito ¢ quello che puo essere posto in cortispondenza biu-
nivoca con un suo sottoinsieme proprion, cosa che non puo essere
vera per qualsiasi insieme finito. Infatti, N ¢ sottoinsieme proprio di
Z che ¢ a suavolta ¢ sottoinsieme proprio di Q. Per lo stesso teorema
Cantor dimostro la «non-numerabilita» dellinsieme dei «reali»y R —
perché dato dall’'unione di due insiemi «disgiunti» senza, cioe, ele-
ment in comune: l'insieme dei «razionali» Q e degli «trazionali» I —
quei numeti cioe che, diversamente dai razionali, non possono essere
espressi attraverso una frazione — nella misura in cui essi includono i
cosiddetti rumeri trascendents, ovvero quel numeti irrazionali che non
sono soluzioni di equazioni algebriche?. Ovvero, in simboli: R :=
Q U I. Di qui, come vedremo, dato il Teorema di Dedekind, nasce
la cosiddetta gpotesi del continno di Cantor.

23 1 due piu conosciuti numeri trascendenti sono due costanti che ricorrono in un’infinita
di formule matematiche. 77, conosciuto anche alla matematica greca (Archimede) perché
definisce il rapporto fra la circonferenza e il suo raggio, ed ¢, il cosiddetto «numero di Eu-
lerox che ¢ la base della funzione esponenziale * e quindi del dogatitmo naturale» log,, x.

Esso si definisce in maniera equivalente, sia come limite infinito della successione
rlll_r)lolo(l + 1/n)n, sia pitt intuitivamente come 2;’;’:0% = é + % + % + % + -+ dove
n! ¢ il fattoriale del numero naturale 7. Si deve precisamente a Cantor nel suo saggio del
1874 (Cantor, 1874, pp. 258-262) la dimostrazione definitiva dell’esistenza e della non-
numerabilitd dei numeri trascendenti, che ¢ alla base dell’altra dimostrazione successiva
della non-numerabilita dei reali. Ricordiamo che con il fattotiale di un numero naturale 7
si definisce il prodotto dei numeti interi positivi minori o uguali ad 7 Ovvero, n! =

he1k =1x2x3X..x(n—1) X n. Dato per convenzione che 0! := 1,1l fat-
tofialedi3 ¢3! =1 X 2 X 3 = 6,quellodi6eb! =1X2X3X4X5%X6="720,
ma gia solo quellodi7¢ 7! =1X2X3X4X5x%X6x7=>5.040, quello di 10 &
10! = 3.628.800, quello di 15 ¢ additittura 15! = 1.307.674.368.000, un numero
dell’ordine delle migliaia di miliardi (bilioni)!
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3. In terzo luogo, per la retta comprensione dell’infinito attuale canto-
tiano, ¢ fondamentale considerare I'aspetto pit costruttivo della sua
teoria degli insiemi e cioe

La sua positiva considerazione dell’infinito attuale fransfinito. Questa no-
zione ci introdurra immediatamente nella considerazione dell’antinomia
dell’insieme-potenza, preziosissima controprova per Cantor che I’Asso-

luto non puod essere pensato come un insieme ordinario (Basti, 1966, p.
186).

Dal punto di vista della stotia della filosofia moderna — come noto nel
suddetto saggio a commento del brano appena citato, riportando il pen-
siero di Lucio Lombardo Radice (1916-1982) nel suo agile ma profondo
libretto L Infinito (Lombardo-Radice, 2014) — il piu grande contributo
chiarificatore derivato dalla teoria cantoriana del transfinito ¢ quello di
aver dimostrato I'inconsistenza delle cosiddette «antinomie cosmologi-
che» della Ragion Pura di Kant, basate sull’erronea convinzione che «l li-
mite del finito ¢ I’Assolutor. Cantor ha dimostrato — e questo ¢ un contti-
buto che rimarra per sempre nella storia del pensiero — che fra il finito e
linfinito attuale Assoluto esistono diversi (infinitl) gradi di infinito attnale
transfinito, sebbene, e questo ¢ il limite della teoria cantoriana del transfi-
nito, il suo tentativo di giustificazione di una «teotia dei tipi ordinali» o
«gradi» del transfinito che avrebbe come limite supetiore di questa «indu-
zione transfinitay, il Zransfinito ordinale assoluto €2 al di la del quale ¢’¢ solo
LAssoluto non-insiemistico pexché Assolutamente Semplice e Apofatico (= «indici-
bile» nella sua Essenza) del Divino, porta a un’insanabile antinomia.

Come vedremo nel Capitolo 3, lo sforzo sistematico di tutte le teorie
successive a Cantor, ¢ quello di rendere consistente la preziosissima teotia
dellinduzione transfinita nella TI mediante 'aggiunta di opportuni as-
siomi. Un fine perseguito e raggiunto innanzitutto da John Von Neu-
mann attraverso la sua fondazione assiomatica e quindi ipotetico-dedut-
tiva di una «gerarchia cuamulativa» di transfiniti ordinali, e che viene ripresa
anche se in forme diverse da tutte le successive teotie assiomatiche degli
insiemi, quella di Zermelo-Fraenkel (ZF) e poi quella di Von Neumann-
Bernays-Gdédel (NBG), innanzitutto.

Per accennare a tutto questo, seguendo sempre la sintesi nel gia citato ca-
pitolo quinto del saggio (Basti, 1960), vediamo i tre punti qualificanti della
teotia costruttiva non-assiomatica degli insiemi di Cantor, appena ticot-
dati.

1. Teorema di Cantor. La teotia non-assiomatica degli insiemi di Cantor
nel suo aspetto astruttive dipende dal potente teorerma di Cantor per cui
ogni insieme A esiste come sotto-insieme del suo ausieme-potenza PA,
ovvero l'insieme di tutti i sotto-insiemi di A costruibili combinando
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i elementi di A. Se dunque la cardinalita (= il numero degli element)

di A & n, la cardinalita di PA sara 2™,
Per esempio, dato un insieme A conn = 4:{a, b, ¢, d}, esso puo essere
considerato come sottoinsieme dell'insieme-potenza di A, PA = B, la
cui cardinalita sara 2* = 16. B sara composto cioé da sottoinsiemi co-
stituiti da tutte le combinazioni possibili degli elementi di A: nessuno, a
uno a uno, a due a due, a tre a tre, ¢, infine, a quattro a quattro. Ovvero:
{{2},{a},{b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c},{a, d},{b,c},{b,d},{c,d},
{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d}{a,b,c,d}}, in totale 16 elementi (sottoin-
siemi), fra 1 quali, da ultimo, si trova il nostro insieme di partenza, di cui
cosi abbiamo dimostrato cwstruttivamente Pesistenza. Ovviamente, a sua
volta, il nostro insieme potenza, B composto di 16 elementi sara sottoin-
sieme del suo insieme-potenza PB = C, nel nostro caso con una cardi-
nalita di 216 elementi, e cosi via ricorsivamente all'infinito. . .

Esiste, dunque, uno stretto rapporto fra la nozione di insieme e quella di
oggetto matematico, costitutivanente € non solo intuitivarmente.

& lnitivamente, tale relazione esiste perché ogni oggetto geomettico
puo considerarsi come un insieme connesso di punti e/o ogni nu-
mero un insieme unitario di unitd. Questa intuizione fu all’origine
dell'idea di usare la teoria degli insiemi come mzetalingnaggio delle teorie
matematiche.

o Costitutivamente, tale relazione esiste perché fra ogni coppia di gran-
dezze geomettiche e/o numetiche esiste una relazione di maggiora-
zione | minorazione >/< fra grandezze, esattamente come fra gli in-
siemi, in quanto costruiti attraverso il Teorema di Cantor, esiste
un’intrinseca relazione di ordinamento > /< che presiede alla relazione
di znclusione € fra insiemi.

N

Enumerabilita di insiemi infiniti. 1’ altro fondamentale tisultato di Cantor
riguarda proprio gli insiemi infiniti. Infatti, attraverso il suo #zetodo ma-
triciale Cantor poté dimostrare dei risultati a quel tempo sorprendenti
circa la numerabilita degli insieni infinitr, ovvero circa gli insiemi che pos-
sano essetre postl in corrispondenza biunivoca e quindi tisultare Zsomorfi €
dunque eguivalenti o equipotent; — aventi cioe la medesima cardinalita —
dellinsieme dei mumeri naturali N. Vediamo piu precisamente questo
punto.

In base alla nozione di «cardinalita» di un insieme, finito o infinito che sia,
ma che in caso di insiemi infiniti Cantor preferisce definire «potenza» di
un insieme, egli poté dimostrare dei fondamentali teoremi che riguardano
la possibilita di una «trattabilita attuale» nel senso di «enumerabilita» di
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insiemi infiniti. Quando due insiemi hanno la medesima cardinalita o po-
tenza essi vengono definiti da Cantor egugpotentr. Cosi con un semplice
procedimento algebrico usando delle matrici egli poté dimostrare 'equi-
potenza degli insiemi infiniti dei razionali e degli inteti Q, Z con I'insieme
infinito N dei naturali {0,1,2, ..., n, ... }, linsieme del numerabile, proptio
perché esiste una trasformazione (funzione) in grado di mettete in corti-
spondenza biunivoca («contarey) ciascuno di questi insiemi con l'insieme
N. Essi avranno, percio, tutti la stessa pozenza del numerabile ovvero lo stesso
numetro cardinale infinito di elementi che Cantor denoto col simbolo X
«aleph-zero, che, come vedremo subito, cottisponde al prino ordine di tran-
Sfinito. Per esempio, col procedimento matriciale di Cantor ¢ possibile di-
mostrare che I'insieme Z degli interi (positivi e negativi) ¢ equipotente con
quello dei naturali N malgrado cio sia altamente controintuitivo (i naturali
infatti sono dati dallo 0 e da tutti gli interi positivi), come evidenziato dal
seguente grafico di relazioni:

051 2 3 4 n
lalalal 2al=a
-1 =2 -3 —4.. -n

Figura 1-7. Grafico della corrispondenza biunivoca (isomorfismo) fra
Pinsieme N dei naturali (prima riga) e quello degli interi Z (seconda
riga). Da (Basti, 1966, p. 182).

Con lo stesso procedimento ¢ possibile dimostrare equipotenza anche
dei razionali Q con i naturali N e dello stesso insieme di tutti i numerabili
U coninaturali N. Allo stesso tempo, tutto questo offti per la prima volta
nella storia del pensiero matematico la possibilita di definire un ssienze in-
finito come quellinsieme che puo essere posto in corrispondenza biuni-
voca con una sua parte (sottoinsiene) propria(o). Per esempio, se prendiamo
linsieme dei numeti quadrati di altri numeri naturali, ¢ evidente che, se
prendo un insieme fnito di naturali il sottoinsieme dei numeti quadrati di
quei numeri, i due insiemi non sono equipotenti: i numeri quadrati sono
certamente di meno.

Viceversa, se considetiamo l'insieme #nfinito dei naturali, € evidente che i
due insiemi sono eguipotenti visto che per ogni naturale esiste il suo qua-
drato. La novita di Cantor é che, mediante il formalismo matriciale di
Cantor, viene definita una procedura generale per definire I'eventuale
equipotenza fra insiemi numerici infiniti. Cantor stesso anticipo poi il 1i-
sultato della non-numerabilita dei numeri reali R dimostrando in maniera
definitiva in un suo fondamentale lavoro gia citato alla nota 23 I'esistenza
e la non-numerabilita dei numeri irrazionali #rascendenti (p.es., T, ed e, il
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«numero di Eulerow, per citare i pit conosciuti) proptio perché non sono
soluzioni di equazioni algebriche come gli altri irrazionali scoperti gia dai
greci, p.es., V2 0 /3. Siccome linsieme dei reali R ¢ dato dallunione
(somma) degli insiemi disginnti (senza element in comune) dei razionali Q
(che includono gli inteti Z e i naturali N) e degli irrazionali I (trascendenti
inclusi), cioe R := Q U I, anche i reali isulteranno non-numerabili — non
¢ possibile, cioe, dimostrare isomorfismo e dunque la cottispondenza
biunivoca fra R e N.

Ma soprattutto, ripeto, col suo metodo diagonale Cantor ottenne la di-
mostrazione che /insiense dei reali R é non-numerabile (Cantor, 1891)24. Di qui
la dimostrazione che i punti dellintervallo aperto (0,1) € R ¢ non-nu-
merabile, e quindi ha una potenza supetiore a quella dell'intero insieme Q
det razionali. Come pure lo sono gli irragionali (ovvero, I'insieme dei reali
escluso quello dei razionali, cio¢ R\ @, altrimenti R sarebbe numerabile),
che percio hanno la medesima potenza di R, come lo hanno anche I'in-
sieme dei numeri aomplessi C, ovvero Iinsieme-unione dell'insieme dei reali
R con quello degli zzmaginari I: C = R U 1. Significativamente, anche
«insieme di tuttl i sottoinsiemi dei naturali» e insieme di tutte le infinite
sequenze di numeri naturaliy Sono non-nunerabili.

1.6.1.5 L’ipotesi del continuo e i tre tipi di infinito

Da tutto questo, detiva I'«jpotesi del continuoy formulata da Cantor stesso
(Cantor, 1891) che Cantor stesso cerco inutilmente di dimostrare per
tutto il resto della sua vita — un fallimento che, come i biografi concot-
dano fu una delle origini alla base della sua depressione e della conse-
guente malattia mentale che lo affliggera negli ultimi anni della sua vita.
Ovvero, denotata con R la potenza del numerabile, 1a potenza del continno, de-
notata come 2%0, costituisce secondo questa ipotesi la potenza immediata-
mente successiva a quella del numerabile.

24 Intuitivamente, immaginiamo di porre sulle righe di un’unica matrice tutte le sequenze
di razionali numerate rispetto alla sequenza dei naturali posti in colonna. Se prendessimo
ora la sequenza di cifre generata tirando una diagonale che prende una cifra per ciascuna
delle sequenze di razionali sulle righe otterremmo una nuova sequenza che non ¢ certa-
mente un razionale, ma un irrazionale, visto che tutti i numeri con code decimali periodi-
che stanno sulle righe (=razionali), mentre il numero cosi ottenuto avrebbe coda decimale
aperiodica (=itrazionale). Viceversa, se facessimo lo stesso con i reali, otterremmo me-
diante la diagonale un nuovo numero reale. Ora, se ponessimo il nuovo numero reale su
una nuova riga della matrice e ripetessimo la procedura diagonale, ne otterremmo un altro
e cosi indefinitamente. Con il che si dimostra che P'insieme dei reali ha una potenza mag-
giore del numerabile.
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In ogni caso, per concludere, le dimostrazioni di Cantor costituiscono una
prova della trattabilita della nozione di infinito attuale da parte della logica e
della matematica, ditimendo cosi un incredibile cumulo di sciocchezze
dette al riguardo nella storia del pensiero antico e moderno, in particolare
riguardo al trattamento della questione dell'infinito attuale da parte del
pensiero aristotelico.

Per questo, torneremo nel Capitolo 5 sul trattamento della nozione di
infinito attuale da parte di Cantor e di Tommaso, per la rilevanza della
questione anche in metafisica, e non solo in matematica, visto che Cantor
stesso ambiva ad applicare il suo trattamento sull'infinito non solo in ma-
tematica, ma anche in metafisica e in teologia. Anticipando cosi quell’esi-
genza di formalizzazione non solo del pensiero matematico, ma anche
filosofico che oggi sembra aver trovato il suo soddisfacimento, anche se
non nell’ambito della TI (ma della TC), come gia abbiamo anticipato
nell'Introduzione e vedremo ancora nel Capitolo 3.

In ogni caso, ¢ proptio nel #attamento costruttivo degli insiemi infiniti che
emersero delle insanabili antinomie che resero la teoria non-assiomatica
degli insiemi di Cantor non applicabile come teoria dei fondament della
logica e della matematica. Cio accadde proptio quando Cantor cerco di
fondare costruttivamente oggetti «troppo infiniti» (cfr. nota 16), la cui car-
dinalita, cioe, approssima quella della collezione universale 1/, come
quello dznsiense universate (nella fondazione di insiemi infiniti, onnicom-
prensivi, basati sui numeri cardinali) o quella di zusiense massimale (nella fon-
dazione di insiemi infiniti, onnicomprensivi, basati su numeri ordinali).

3. Tregeneri di infinito. A questo punto, si comprende il #rz0 caposaldo della
teoria di Cantor: la tripartizione di Cantor in #e generi di infinito. Infatti
la procedura matriciale di Cantor appena illustrata consente di defi-
nire e comparare degli insiemi artualmente infiniti mediante una proce-
dura algebrica di determinazione mediante zorfismi (frecce) che sono
mappe del dominio infinito di definizione, sebbene essa contenga delle
«acune» (cft. i tre puntini della procedura rappresentata in Figura 1-7)
che possono essere comunque colmate iterando la medesima proce-
dura algebrica di determinazione, «incrementando» cosi a piacere la
determinazione e quindi «l’attualita» della definizione della totalita in-
finita in questione. Proprio la caratteristica di essere determinato e in-
sieme dnerementabile ¢ cio che distingue Iinfinito #ansfinito. Ma un infi-
nito transfinito ¢ incrementabile anche in un altro senso. Nel senso
cioe di un’induzione «transfinita» di #p7 ordinali di transfiniti che llustre-
remo fra poco, per la quale a ciascun transfinito di un certo tipo
(grado) succedera un altro di tipo pit alto fino al limite del #ansfinito
assolnto massimale mediante il quale tutto P'«ordinamento assoluto» dei
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tipi transfiniti puod ricevere consistenza logico-matematica. Di qui la
tripartizione cantotiana in tre generi di infinito (Cfr. (Bast, 1966, p.
182) che si riferisce al saggio di Cantor sui transfiniti del 1887-88
(Cantor, 1932, p. 450):

a. Infinito potenziale. indeterminato e incrementabile.
b. Infinito attuale transfinito: determinato e incrementabile.

C. lnfinito attnale assoluto: determinato e non-incrementabile.

Dove, beninteso, come appena detto, lo «infinito attuale assolutoy ware-
matieo qui citato non va confuso a detta di Cantor stesso come vedremo,
con /lnfinita Assoluta di Dio in teologia e in metafisica che ¢ assolutamente
semplice (non composta di parti: non ¢ un insieme!) e che, come tale, non
puo essere compresa in akuna definizione positiva— ¢, cioe, apofatica o defini-
bile solo regativamente — come la teologia Scolastica sia a Occidente che a
Oriente ha sempre affermato. Viceversa, l'infinito attuale assoluto di cui
qui Cantor parla dev’essere inteso come il «massimo» di una gerarchia di
tipi ordinali di insiemi transfiniti che ¢ il cuore, purtroppo inconsistente,
della teotia cantotiana del transfinito e della «induzione transfinita», la cui
consistenza, come la storia della teotia degli insiemi del ‘900 dimostra, puo
essere garantita solo assiomaticamente, come illustreremo nel Capitolo 3.
Ecco come Cantor patla di questo «insieme transfinito assoluto £ nel
medesimo saggio sui transfiniti appena citato:

11 transfinito con la sua pienezza di formazioni e di forme, necessariamente
indica un assoluto, un «vero infinito» la cui dimensione non ¢ capace di
incremento o diminuzione e che percio dev’essere considerato dal punto
di vista qualitativo come un massimo assoluto (Basti, 1966, p. 185; Cantor,
1932, p. 405).

Per comprendere pit a fondo la teoria cantoriana dei tipi ordinali di tran-
sfinito occorre pero titornare alla dimostrazione cantotiana della 7or-nu-
merabilita dell'insieme infinito dei numeri reali R, usando il medesimo me-
todo matriciale illustrato in precedenza (cfr. nota 24). Come punto di par-
tenza, ricordiamo che in base al Teorema di Dedekind i reali sono definiti
come limiti di successioni infinite di razionali, che stanno, cioé, «fuori» di
questa successione. Cosl se poniamo tutti i razionali Q in una matrice del
tipo di quella mostrata in Figura 1 per gli interi Z le cui righe stavolta cot-
rispondono a tutte le successioni numerabili di razionali,

in tal caso un reale corrispondera esattamente alla successione formata da
tutti gli elementi posti tracciando una diagonale sulla matrice che selezio-
nera una cifra di ciascuno dei razionali definiti sulle righe che, per defini-
zione, definira un numero che non sara nessuno dei razionali numerabili

posti sulle righe (Basti, 1966, p. 190).



Antinomia
dellinsieme-
potenza e ipotesi
del continuo

L'impossibilita di
dimostrare potenze
intermedie
(transfinite) fra il
numerabile e il
continuo usando i
numeri cardinali

La costruzione
dellinduzione
transfinita di Cantor
usando i numeri
ordinali e la sua
antinomicita
(antinomia di Burali-
Forti)

La nozione dei tipi
ordinali di Cantor e
I'antinomicita di tale
nozione

104 — FILOSOFIA DELLA NATURA E DELLA SCIENZA

Sara, cioe, un irrazionale non-numerabile e quindi un sotto-insieme dei
reali. A questo punto si puod comprendere meglio anche la cosiddetta jp0-
tesi del continuo (Continunm Hypothesis, CH) di Cantor visto che 1 punti del
continuo possono essere posti in corrispondenza biunivoca con 'insieme
R. Abbiamo gia illustrato il Teorema di Cantor secondo il quale ogni in-
sieme 4 puo essere «costruitow, cioe, dimostrato non-contraddittoria-
mente esistente come sottoinsieme del suo insieme-potenza P (A) con
cardinalita (potenza) 26374M)  cosi che nessun insieme puo «contenere»
se stesso ma € contenuto in un insieme di cardinalita maggiore, il suo in-
sieme-potenza. Cio consente di costruire insiemi di cardinalita via via
maggioti P (P (A4)), P(P(P(A))), ... Limmediata conseguenza ¢ che,
se rimaniamo sui numeri cardinali, 7on puo esistere ['insieme universale di tutt
gli insiemi costruibili, visto che per essete universale dovrebbe «contenere
se stessow, mentre per essere #usierze, dovrebbe «non-contenere se stesson:
la cosiddetta «antinomia dell'insieme-potenza.

D1 qui la congettura formulata da Cantor della cosiddetta CH che, data la
non-numerabilita dei reali, afferma che la cardinalita del conzinno costituisce
la prima potenza (cardinalita) posta immediatamente al di la di quella del
numerabile Ry, ovvero 280, Tale congettura dipende dallimpossibilita di-
mostrata da Cantor stesso di usare il suo teorema per costruite cardinali
transfiniti con potenze intermedie 8¢, No, ... .

1.6.1.6 La teoria dei tipi ordinali di transfinito

Lintuizione fondamentale di Cantor fu pero che cio che non ¢ possibile
tare direttamente con transfiniti definiti su numeri cardinali, € possibile farlo
indirettamente mediante transfiniti definiti sui numeri ordinali e quindi me-
diante quella che Cantor defini come una teoria dei #p7 ordinali di transfi-
niti, la cui consistenza, ripeto, supponeva l'esistenza di un unico ordina-
mento assoluto e quindi la dimostrazione non-contraddittotia dell’esistenza
del transfinito ordinale massimale €: 1 transfinito «assoluto» determinato e
non-incrementabile che gia conosciamo. Spettera al matematico italiano
Cesare Burali-Forti (1861-1931) la dimostrazione pubblicata nel 1897
dell'inconsistenza della nozione di transfinito ordinale massimale e quindi
di quel «transfinito assoluto» cercato da Cantor (Burali-Forti, 1897).

In ogni caso, la nozione cantoriana dei «tipi ordinali» di transfinito si basa
sulle particolari proprieta degli insiemi infiniti di numeri ordinali rispetto
a quelli cardinali: il concetto di #nduzione transfinita che ne deriva ¢ infatti
uno dei caposaldi dell'insiemistica moderna, sebbene richieda una fonda-
zione assiomatica, ipotetico-deduttiva e non incondizionata o apodittica che il-
lustreremo nelle varie formulazioni assiomatiche della T1 nel 900 e che ve-
dremo nel Capitolo 3.
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11 ragionamento di Cantor, se oppotrtunamente assiomaticamente fon-
dato, resta comunque valido e indubbiamente brillante. Infatti, se pren-
diamo un insieme finito di numeti ordinali A, esso ¢ sempre bene ordinato
(b.o.), ovvero qualsiasi sottoinsieme indicizzato in I di .4 avra sempre un
primo elemento minimo « dal quale si comincia a ordinare (<) insieme:
a < b < ¢ < - Cio perod non ¢ sempte vero pet gli insiemi ufiniti. Pet
esempio, se prendiamo Iinsieme Z degli inteti (positivi e negativi), non ¢
definibile «l pit1 piccolo numero negativo» dal quale cominciare 'ordina-
mento di tutti gli interi.

Dato questo si possono dimostrare interessanti teoremi come il fatto che
linsieme degli ordinali numerabili N(<) comunque grande si prenda 7
anche infinito, & bene ordinato (b.o.), ha sempre un elemento minimo. Indi-
chiamo percio con w Pordinale infinitesimo che compete a N(<) e a tutti
gli insiemi b.o. che possono essere posti in una corrispondenza biunivoca
con esso e che conservino Pordine (= insiemi numerabili). Ora, se pren-
diamo un tratto di N(<) inferiote a un dato # che sara costituito da un
insieme finito di ordinali di N(<) (da 0 a #-1), esso comunque grande sia
n, sara sempre feriore a . E questo ¢ chiaramente intuitivo (Cfr. Figura
1-8)25.

Quello che ¢ sconvolgente ma vero ¢ che questo vale anche se prendiamo
un insieme zfinito di ordinali da O ad w. Esso, non puo essere posto in corrispon-
denza binnivoca con l'insieme infinito dei cardinali N. Infatti, sebbene sia
equipotente a N (il fatto che si aggiunga un elemento per arrivare ad w ¢
ininfluente nel caso di insiemi infiniti) e bene ordinato, tuttavia qualsiasi
numero cardinale # si prenda nella successione di N (<) esso avra senspre un
predecessore, mentre Tordinale @ in questo caso non sara il successore di
alcun numero cardinale perché non esiste un numero naturate massimo. Quindi
w ¢ firori della successione ordinata N(<) e contetra sotto di sé lintero
insieme infinito numerabile di cardinali N. Dunque, w ¢ il prino ordinale
transfinito, ¢ Pelemento-limite della successione ordinata N(<) che ha la
cardinalita del numerabile Xy ma ¢ posto aldila di essa e quindi apparte-
nente a un’altra successione infinita e b.o. con potenza (cardinalita) mag-
giore del numerabile, cioe N;.

%5 Cio ¢ evidente per ordinali finiti posti in corrispondenza con in cardinali. P.es., il quarto
numero (4°) contiene prima di sé i primi tre (1,2,3), il quinto i ptimi quattro e cosi via. Si
puo dunque ipotizzare che ordinale infinito w contenga sotto di sé linfinita numerabile di
tutti i numeti cardinali, cosa che ¢ impossibile per i numeri cardinali poiché non esiste il
numero cardinale wassimo.
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Quindji, i numeri ordinali relativi alla cardinalita del numerabile costitui-
scono un insieme b.o. 8, (<). Con lo stesso ragionamento possiamo co-
struire allora un nuovo ordinale-limite, ovvero un %po ordinate successivo a @,
cio¢ w? pitt grande di tutti gli ordinali che costituiscono Tinsieme b.o.
X (). Cio significa che la potenza di X; (<) dovra essere necessatia-
mente superiote a quella del numerabile 8 che ¢ la cardinalita di N(<),
altrimenti anche w? apparterrebbe ad X1 (<) e questo & contraddittorio.
Cosi Cantor, usando 1 transfiniti ordinali ha costruito una potenza (cardi-
nalita) superiore al numerabile cio¢ Ny, il cui ordinale-limite posto al di 1a
di questa nuova successione transfinita cioé w? costituisce a sua volta un
tipo ordinale transfinito successivo a w e appartenente allinsieme infinito
b.o. X, (<). Insomma, arrivati a 8y con la stessa procedura di zduzione
transfinita possiamo costruire una nuova cardinalita transfinita supetiore
cioé X con limite posto al di Ia di essa cioé w3. Esso sara il tipo ordinale
successivo a w? e apparterra allinsieme b.o.: X3 (<), e cosi via indefini-
tamente.

In sintesi, la successione infinita b.o. di ordinali N(<) e che ha la potenza

del numerabile Xy ha come limite transfinito posto al di la di essa il tran-

sfinito ordinale w, ovvero: 1im {0,1,2, ..., n, ...} = w. Esso a sua volta
n—-oo

apparterra a una nuova successione infinita b.o. di ordinali e cardinali tran-
sfinit di #po ordinale , 0, 1, 24, 34, +., dOve clascuna unita transfinita
della successione infinita «contiene sotto di sé» ufiniti natural della se-
quenza N del numerabile Xy. Questa nuova successione naturali transfi-
niti df ordine superiore a quella del numerabile sara a sua volta equipotente con
un nuovo insieme infinito di cardinali transfiniti b.o. con potenza superiore
al numerabile, cioé 81 (<). Essa avra come limite transfinito posto al di
la di essa il transfinito di %po ordinale superiore a w, cioé w?, ovvero:

lim{0',1,,2,, ..., Ny, .} = w2, w? appartetta a sua volta a una ul-
n—oo

teriore successione transfinita b.o. di cardinali X, (<) che avra come li-
mite il transfinito di tipo ordinale superiore w, appartenente a N3 (<) e
cosl via indefinitamente (cft. Figura 1-8 per una rappresentazione in geo-
metria proiettiva del procedimento).

Come si intuisce, quello che a Cantor non era tiuscito di fare con i numeti
cardinali, ovvero costruire potenze (cardinalita) di insiemi infiniti supetiori
al numerabile, ma inferiori alla cardinalita del continuo e quindi confu-
tando CH sembrava essergli tiuscito con gli ordinali transfiniti. Sappiamo
pero come la speranza di Cantor di rendere consistente questa procedura
di induzione transfinita di tipi ordinali — ciascuno che costituisce il limite
di una nuova successione bene ordinata di cardinali transfiniti, ognuna
con una potenza infinita maggiore del numerabile via via crescente — svani
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miseramente con la dimostrazione di inconsistenza data da Burali-Forti
della nozione cantoriana di #ransfinito assoluto come «transfinito ordinale
massimo e non incrementabile». Se cosi non fosse stato, Cantor avrebbe
dimostrato la falsita di CH e avremmo avuto una dimostrazione costruttiva che la
potenza (cardinalita) non-numerabile del continuo coincide con quella
dellinsieme transfinito assoluto €. Vista 'enormita della questione per i
Fondamenti della Matematica cerchiamo di capire bene la nozione di -
duzione transfinita cosi da comprendere perché alcune delle pit geniali
menti matematiche del ‘900 si siano sforzate — tiuscendoci! — di rendere
consistente assiomaticamente l'intuizione cantotiana dell’snduzione transfinita,
superando la sua antinomicita, anche se a patto di perderne il carattere
incondizionato.

Per capire almeno intuitivamente il cuore della costruzione cantoriana
dell’induzione transfinita ci serviremo di una rappresentazione geometrica di #jpo
protettivo dei primi due ordini (tipi ordinali) di transfinito fornita dal mate-
matico italiano Federigo Enriques (1871-1946) nelle sue famose Lezzon di
geomsetria protettiva (1898) (Entiques, 1898), anche per le implicazioni meta-
fisiche e teologiche che questa «simbolica dell'infinitox a prospettive rovesciate
dove il «finito si apre all'infinito» reca con sé, come Cantor stesso voleva
e che sono state per la prima volta esplicitate e divulgate dal grande mate-
matico e teologo ortodosso russo Pavel Alexsandrovic Florenskij (1882-
1937) (Florenskij, 2012; 2020), vittima della persecuzione di Stalin, come
vedremo nei Capitoli 5 e 6%.

26 B ben noto fin dalPantichita lo stretto rappotto fra la nozione platonica di «pattecipa-
zione» del finito all'infinito e il formalismo geometrico della proiezione per cui, p. es., due
proiezioni bidimensionali sono «partecipazioni» dell’oggetto tridimensionale, condivi-
dendo una dimensione e includendo alternativamente una delle altre due.
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Figura 1-8. Rappresentazione proiettiva dei primi due tipi ordinali tran-
sfiniti, @ e @? che delimitano, rispettivamente, la potenza del numera-
bile Ny e la potenza immediatamente successiva N1 relativa al ptimo or-
dine di cardinali transfiniti 10, 20, 3@, ...

Questa rappresentazione dei primi due tipi ordinali di transfinito eviden-
zia molto bene il rapporto fra il simbolismo numetico transfinito e il sim-
bolismo «aperto all'infinito» dell'icona ortodossa, dove «l finito ¢ partec-

dellicona ortodossa  pazzone dell'infinito» (cft. Figura 1-9). La costruzione proiettiva ¢ quanto

«a prospettive
rovesciate»

mai semplice ed intuitiva. Fissiamo sulla retta # I'insieme infinito N dei
naturali {0,1,2,3, ... } che causa il loro b.o. potra essere messo in corti-
spondenza biunivoca con linsieme degli ordinali {I, II, IIL, 1V, ... }, dal
che si evince immediatamente che ogni ordinale 7 include tutti i cardinali
fino a 7-1. 1 limite posto al di la della successione dei naturali, sara I'ordi-
nale infinito w che cosi conterra sotto di sé Iintero insieme infinito dei
naturali con la potenza del numerabile Ry, che quindi #on apparterrd a R
e dunque costituira  #jpo ordinale transfinito minimale w. Ora, se tracciamo
un’altra retta & obliqua ad a ¢ possibile proiettare su di essa una nuova
successione numerabile infinita di cardinali {0, 1',2',3’, ...} perché po-
sta in corrispondenza biunivoca con linsieme {0,1,2,3, ... }. Tracciando
una parallela ad & possibile perd proiettare su b anche il punto all infinito '
In tal modo si delimitera su b 1 nuovo intervallo nnitario [0, 1,,] che da solo
avra la potenza del numerabile X perché conterra intero insieme infi-
nito N. Iterando questo intervallo unitario si determinera su 4 un nuovo
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insieme infinito di cardinali transfiniti {0, 1,,, 2,, 3, --- } di tipo ordi-
nale w, e quindi con potenza (cardinalita infinita) X, superiore al nume-
rabile Xg. Questa nuova successione infinita avra come limite posto fuoti
della successione il tipo ordinale transfinito immediatamente supetiore a
w, e cioe w? che apparterra ad X, . Infatti, usando la medesima procedura,
non rappresentata nella figura ma facilmente intuibile, si potra determi-
nare un nuovo insieme infinito di cardinali  transfinit
{0',1,,2,2,2,3,:2 .. } di tipo ordinale w? con potenza R, e che avra
come limite il tipo ordinale transfinito w® che apparterra ad X3, e cosi
via indefinitamente. Vedremo nel Capitolo 3 che questa costruzione puo
essere resa assiomaticamente rigorosa usando la teoria degli insiemi gene-
tici di Cohen (Cohen, 1960), visto il carattere antinomico della costru-
zione dei tipi ordinali di Cantor, che esamineremo nella sottosezione se-
guente.

Da questa costruzione «proiettiva» di numeti cardinali transfiniti di diversi
tipi ordinali si intuisce immediatamente, visivamente, /apertura verso [infinito
che carattetizza tanto il simbolo numerico transfinito, quanto quello
dellicona ortodossa che tanto affascind Florenskij (Florenskij, 2020) (Cfr.
Figura 1-9). Simboli che soddisfano ambedue la teoria della parrecipazione
platonica essendo ambedue una sorta di «finitizzazione» dell'infinito.

Figura 1-9. L’icona della SS.ma Trinita di Andrej Rublév con le sue ca-
ratteristiche prospettive inverse che «aprono» verso Pinfinito e «chiu-
dono» verso colui che osserva Picona?’.

27 In questa ricostruzione del pensiero di Florenskij in relazione a Cantor mi sono ampia-
mente avvalso della recente tesi dottorale di Giacomo Chiavarini (Chiavarini, 2021).
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1.6.1.7 L’antinomia di Burali-Forti

Allo stesso tempo, questa ticostruzione della procedura costruttiva di in-
duzione transfinita di Cantor ci fa chiaramente intuire anche il cuore della
dimostrazione di Burali-Forti del carattere antinomico della procedura
(Burali-Fort, 1897), se non assiomaticamente e dunque jposeticamente fon-
data. Infatti, la fondatezza della procedura richiederebbe la dimostrabilita
del transfinito ordinale assoluto €2, determinato e non ulteriormente incre-
mentabile, capace non solo di contenere sotto di sé e quindi ordinare la
successione transfinita dei tipi ordinali @, ..., ™, ..., o™ . 0, ..,
ma anche se stesso, 1l che € chiaramente assurdo, visto che ogni tipo ordinale
appartiene necessariamente al successivo. Il che ci riporta al concetto fon-
damentale evidenziato per ptimo da Russell nei Principia come soluzione
allantinomia di Cantor, ma anche di quella di Frege, come vedremo su-
bito, che nessun insieme ber fondato pud appartenere a se stesso, 0 auto-conteners.

1.6.2 Lateoria logicista di Frege sui fondamenti
e ’antinomia di Russell

Di ben maggiore risonanza culturale dell’antinomia di Burali-Forti ri-
guardo la TT di Cantor fu la scoperta ad opera di Bertrand Russell (1872-
1970) nel 1902 dell’antinomia che porta il suo nome tiguardo la teoria di
Frege. La maggior risonanza ¢ legata al fatto che tale antinomia — seb-
bene sostanzialmente equivalente a quella di Cantor — fu scoperta
nell’ambito del tentativo di G. Frege di una fondazione hguista della ma-
tematica.

La risonanza culturale che 'antinomia di Russell ebbe ha due motivazioni,
'una contingente, I'altra sostanziale:

1. La prima, contingente, ¢ legata alla fama dei personaggi coinvolti.
Frege, perché era il matematico e il filosofo della matematica pit fa-
moso del suo tempo, la fine del XIX secolo, e Russell perché lo sa-
rebbe diventato di i a poco, allinizio del XX secolo, dopo la pubbli-
cazione, fra il 1900 e il 1910, della monumentale opera, 1 Principia Ma-
thematica, scritta in collaborazione con Alfred North Whitehead
(1861-1947). In tale opera, Russell non solo presentera al grande pub-
blico dei matematici la sua antinomia, ma anche la soluzione da lui
proposta, Ovvero /a teoria dei tipi logici ramificata che, a sua volta, non €
esente da problemi formali molto pesantizs.

28 Data I'impraticabilita della soluzione russelliana, molto piu praticabile ¢ risultata essere
la reoria dei 1ipi logici semplice proposta da Frank Plumpton Ramsey (1903-1930) nel 1926.
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2. Perché antinomia scoperta era di tipo /lgico~sintattice. Innanzitutto,
non era di tipo di tipo esclusivamente matematico, come sembravano
essere le antinomie della teoria degli insiemi di Cantor. Invece, riguar-
dando classi e predicati, era antinomia di tipo &g, includendo quindi
predicati e classi di oggetti zatematici come caso particolare. Poi, tale
antinomia seppur logica, era di tipo Agico-sintattico e non logico-semantico,
come lo erano invece le varie antinomie logiche gia conosciute da
millenni nella storia della logica, a cominciare dalla famosa «antino-
mia del mentitoren. L’approccio formalista appena nato alla logica e
alla matematica non ¢ esente insomma da limitazioni intrinseche?.

Sarcasticamente, il grande matematico francese Henti Poincaré, fiero op-
positore del formalismo e sostenitore del ruolo dell'intuizione nei fonda-
menti della matematica, commentera cosi 'annuncio della scoperta
dellantinomia di Russell: «l formalismo finalmente si ¢ dimostrato fe-
condo: ha generato le antinomie».

Ma in cosa consiste 'antinomia di Russell e il suo carattere logico-sintat-
tico che la rende cosi temibile? Il problema che essa ha svelato — mo-
strando, tipeto, 'estrema utilita del metodo formale come metodo per
favorire rigore e trasparenza alle dimostrazioni contro i tranelli dell’evi-
denza — si puo sintetizzare come segue. Esamineremo prima il carattere
logico e non solo matematico dell’antinomia, poi, allinterno di questo, il
suo carattere szzattico € non solo semantico.

Tale teoria distingue i vari tipi logici mediante opportuni zerzini primitivi. In tal modo puo
evitare di far riferimento a logiche di ordine supetiore con predicati che hanno per argo-
mento una totalita infinita di predicati di ordine logico inferiore, la cui esistenza ¢ giustifi-
cata mediante I’assai discutibile «assioma di tiducibilita» nella teoria di Russell. La soluzione
di Ramsey, tuttavia, non ¢ senza problemi perché, «moltiplicando entita», costtinge poi a
delle analisi molto pesanti di consistenza del sistema formale risultante. In ogni caso, resta
assodato il principio della 7eoria generale dei 1jpi e cioe: per evitare antinomie, occorre che le
proposizioni di un certo linguaggio formale siano costruite con predicati che, quando
hanno per argomento delle totalita infinite di elementi (p.es., predicati con variabili legate
da un quantificatore universale: «per tutti»), questi elementi appartengano a un tipo logico
inferiore. Ovvero, non sono ammissibili collezioni che contengono elementi che possono
essere definiti come esistenti solo supponendo la totalita della collezione stessa (principio
del circolo vizioso in definizioni izpredicative). In termini ultra-semplificati, una totalita infi-
nita di elementi puo essere giustificata/definita in modo consistente come tale solo «dal di
fuoti» della totalita stessa.

29 Cio non vuol dire che si nega il progresso che la formalizzazione moderna della scienza
matematica implica. Iimportante pero ¢ non credere che questo progresso consista nella
definizione di un metodo per proporre teorie infallibili, come avrebbe voluto I'deologia
scientista. Va invece nella direzione di proporre una metodologia che non «nasconde i
propti errori» sotto un cumulo di parole, ma li rende palesi. I formalismo aiuta la traspa-
renza e Ponesta intellettuale, non garantisce I'infallibilita.
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Come ricordato, Pantinomia di Russell blocco il tentativo /lgicista di fon-
dazione della matematica da parte di Frege, ovvero, la sua idea di dimo-
strare la sostanziale eguivalenza fra la logica e la matematica, fondando que-
sta su quella®. A tale scopo, fra l'altro, Frege si dedico alla costruzione
tigorosa di una lgica matematica, tentativo portato avanti con successo, seb-
bene il simbolismo che egli uso era troppo astruso e, nell'uso dei mate-
matici del XX secolo, prevalse il simbolismo molto piu intuitivo di Peano
e di Russell, reso famoso dai Principia. In ogni caso, la completa simboliz-
zazione della logica formale classica fu la realizzazione per la quale Frege
si € conquistato un posto imperituro nella stotia della logica, della mate-
matica e della filosofia.

Ora Russell, con la sua scopetta dell’antinomia nella teotia delle classi di
Frege, inferse un colpo mottale, non solo alla teoria logicista dei fonda-
menti, ma anche alla psicologia del grande matematico tedesco3!.

In sintesi, Frege era convinto che le antinomie scoperte da Cantor fossero
legate alla particolare nozione di «insieme» ed alla sua caratteristica costrut-
tivita che lo rendeva nozione di applicabilita strettamente matematica. In-
fatti gli insiemi sono costituiti in esistenza nella teoria cantoriana — e qui
¢ tutta la sua bellezza formalel — non mediante assiomi ipotetici di esi-
stenza, come sara nelle future teorie «assiomatiche» degli insiemi, ma
esclusivamente con una procedura dimostrativa, del tutto costruttiva, ad-
dirittura algoritmica, basata esclusivamente sul p.n.c.. Ogni insieme, in-
fatti, ¢ costituito come sottoinsieme del suo insieme—potenza, ovvero
dellinsieme di tutte le possibili combinazioni dei sottoinsiemi dell'insieme
di partenza, e cosi all'infinito, sia verso I'alto che verso il basso, senza sup-
potte come assiomaticamente dati classi/insiemi «ptimi» non-costruibili
ma assiomaticamente dati su cui basare il resto della costruzione. Viene

30 Per questa sua idea, Frege viene talvolta definito come I'ultimo grande logico «atistote-
licon. Affermando infatti la preminenza della logica formale sulla matematica, si muoveva
nella stessa direzione teoretica dello Stagirita.

31 Cio si spiega anche per le circostanze in cui Russell comunico al collega tedesco la sua
scoperta. Essa fu comunicata mentre erano in corso le stampe delle bozze del libro sui
fondamenti che Frege stava pubblicando e sul quale aveva chiesto il parere di Russell
Dopo una simile scoperta, tutto il libro, che costituiva per Frege il coronamento di una
carriera brillantissima e anche lo scopo ultimo per cui aveva lavorato tutta la vita e creato
la logica simbolica — I'unificazione della logica e della matematica —, dovette essere ab-
bandonato. Non certo perd le grandi scoperte di Frege e soprattutto la sua invenzione
della nozione di_funzione proposizionale*, cuore di tutta la logica simbolica moderna. Tale
nozione ¢ sicuramente una delle piut grandi conquiste intellettuali dell'occidente in campo
logico, dopo l'invenzione della logica formale da patte di Aristotele. Solo che quest’inven-
zione non servi per gli scopi che il suo autore si prefiggeva. L'umilta intellettuale ed il di-
stacco morale dalle proprie scoperte sono fondamentali anche nella scienza. Siamo setvi-
tori della verita e della scienza, mai padronil
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naturale pensare, allora, che sostituendo la proprieta di costruttivita ricot-
siva che rende ogni insieme sempre sottoinsieme di qualche altro insieme,
si elimini anche la possibilita di cadere in antinomia. Le dassi infatti pos-
sono in linea di principio auto-contenersi.

Di qui I'dea di Frege di fondare gli insiemi matematici mediante la no-
zione logica di classe, definendo una proprieta universale che caratterizzi tutte
le classi, il cosiddetto assiona incondizionato di astrazione. Tale assioma in so-
stanza afferma che, data una proprieta e il predicato che la esprime linguist-
camente, ¢ costituita 450 facto in esistenza anche la classe di tutti gli ele-
menti che hanno quella proprieta e quindi soddisfano quel predicato che,
cloe, lo rendono «verow, costituendo il dominio di quel predicato®. P.es.,
definire il predicato «essere rosso» significa costituire la «classe di tutti gli
oggettl rossi» e con essa il domzinio di applicazione o estensione di quel predi-
cato che lo rende vero definendolo univocamente all'interno del linguag-
gio. Proprio per questa sua caratteristica di fondare la coerenza della no-
zione di «classe», ovvero la consistenza del dominio di un predicato in un
dato linguaggio, sulla supposta «verita» (soddisfacibilita) del predicato ad
essa associato, la teoria di Frege ¢ definita come #eoria ingenna delle classi.

Lantinomia celata in tale costruzione si evince immediatamente non ap-
pena con Russell distinguiamo fra due tipi di classi logiche:

& ¢ classi normal, le classi che non sono membiri di se stesse, ovvero
che non contengono se stesse come ekmento come sono la grande
maggioranza delle classi logiche in qualsiasi genere di linguaggio
(p-es., la classe degli uomini non ¢ un uomo a sua volta, perché ¢
costituita su un predicato, essere-uomo, che non si applica a se
stesso). In particolare, sono classi normal, la stragrande maggioranza
di classi che costituiscono gli oggetti matematici, i numeri innanzi-
tutto.

32 Una definizione equivalente e piu stringata di questo ptincipio puo trovarsi in (Lom-
bardo—Radice 1981, 87) ed ¢ riportata nella nota 34).

3 Ciascun numero naturale, 0,1,2,3... ¢ definito nell’approccio fregano come la classe di
tutte le classi che contengono, rispettivamente, nessun, uno, due tre, ..., elementi. E’
chiaro, dunque, che i numeri sono tutte classi che 707 si auto—appartengono: p.es., la classe
di 7uttele classi di cardinalita 3 non ha cardinalita 3, evidentemente. Proptio come per usare
il linguaggio di Russell intriso di humoringlese, dla classe di tutte le teiere non € una teieray,
o il famoso argomento del «terzo uomor con cui Aristotele criticava I'essenzialismo plato-
nico: «’umanita (come essenza comune a tutti gli uomini) non ¢ un uomor. Pensiamo ora
alla classe di tutti i numeri, oggetto dell’aritmetica fregeana. Essa sara la classe di tutte classi
che non si auto-appartengono. Essa conterra o no se stessa? Se si, l'atitmetica (e piu in
generale la matematica) risultera essere una scienza del tutto autonoma, auto—fondantesi
in maniera non-contraddittoria mediante la teoria di Frege. Se no, come Russell ha dimo-
strato, i fondamenti dell’aritmetica (e della matematica) andrebbero cercati altrove. ..
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& L ¢ classi non-normali, ovvero le classi che contengono se stesse come
elemento, perché sono costituite su predicati che si applicano a se
stessi (p.es., la classe dei polisillabi appartiene a se stessa, perché «po-
lisillabo» ¢ polisillabo, a differenza, per esempio, di «monosillabo).

B’ evidente che finché rimaniamo alle classi non-normali non ¢’¢ alcun
problema a pensare a «classi totali», ovvero pensare a «classi di tutte le
classi che contengono se stesse». Una classe di questo genere conterra
anche se stessa e sara dunque totale. Ma quando ci avventuriamo nella
definizione di «classe totale di classi normali» — quelle di cui, fra Paltro,
sono fatti gli oggetti matematici ed innanzitutto i numeri, nell’approccio
fregeano — ci scontriamo con un’antinomia insuperabile proptio come
nella teotia di Cantor, basata sui numetri come insiemi e non come classi.
Per rendercene conto, basta domandarsi se la classe di tutte le classi che
non contengono se stesse come elementi, cioe che 7on 5i anto-appartengono —
dove vale cioe la “clausola di Russell”s —=(x € x) —, conterra o no se
stessa. Se contiene se stessa, allora non contiene se stessa — perché per defini-
zione puo contenere tutte e sole classi che 707 si auto—appartengono. Se
non contiene se stessa, allora contiene se stessa — perché, sempre per defini-
zione, deve contenere futte le classi che non si auto—appartengono. Dun-
que: se ¢ & allora ¢ o, se ¢ no allora ¢ s antinomia. Come si vede, la no-
zione che si usa normalmente nella matematica come «classe di tutti i nu-
merb» ¢ tutt’altro che evidente e scontata: nasconde invece parecchie insi-

die!

E significativa la lettera accorata con cui Frege rispose a Russell. Frege era
infatti ben cosciente che con la scoperta del carattere logico e non mate-
matico dell’antinomicita di oggetti-collezione onnicomprensivi, siano essi
insiemi o classi, ci si trovava di fronte alla morte di un sogno, non solo il
suo, ma di un’intera epoca culturale, quello dello swentisno moderno.

La vostra scoperta della contraddizione mi ha causato la piu grande
sorpresa, starei per dire, costernazione, poiché ha scosso la base
sulla quale intendevo costruire P'aritmetica®. (...) E ancora adesso
non comprendo come Paritmetica possa venire fondata scientifica-
mente (...) se non € permesso (...) passare da un concetto alla sua
estensione. Posso patlare in ogni caso di estensione di un concetto,
ossia posso parlate in ogni caso di una «classe»?

Solatium miseris, socios habuisse malorum. Questo conforto, se conforto
¢, soccorre anche me. Infatti, tutti coloro che nelle dimostrazioni

34 Tale base, come gia visto e come espliciteremo adesso in maniera piti formale, si defini-
sce generalmente come princpio incondizionato di astrazione (cfr. formula (1)): «ogni proprieta
determina I'insieme degli elementi che la verificano (determina, cioe, Lestensione del predi-
cato @ corripondente)»
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hanno fatto uso delle estensioni concettuali, classi, insiemi, sono
nella mia stessa situazione. Qui non ¢ in causa il mio metodo di
fondazione particolare, ma la possibilita di una fondazione logica
dell’atitmetica in generale (testo citato in (Lombardo - Radice
1981, 87)).

1.6.3 |l carattere sintattico delle antinomie e la
natura necessariamente ipotetica della
matematica

11 carattere sintattico dell’antinomia scoperta da Russell accomuna tanto
'antinomia della teoria degli insiemi di Cantor quanto quella della teoria
delle classi di Frege, in quanto ambedue sottendono in manieta zzondizio-
nata il primitivo dell’appartenenza €. Senza, cioe, garantire in maniera zpo-
tetica, mediante cioe opportuni assiomi, lesistenza della collezione
(classe/insieme) cui una sozalitd di elementi appartengono in maniera non-
contraddittoria come dominio di un predicato ¢ e, ultimamente, garantire
Vesistenza della collezione nniversate 1 alla quale tutti gli oggetti — siano essi
insiemi o classi — delle rispettive teotie appartengono, costituendo cost il
dominio del predicato essere ver in quella teotia.

Cio si vede bene quando consideriamo la dimostrazione data da Russell
dellantinomia di Frege se usiamo il suo schema assiomatico di «astra-
zione» — effettivamente la «Legge fondamentale V» dei Grundgesetze der
Arithmetik — mediante cui egli voleva garantire nucondizionatamente la capa-
cita concettualizzante dell'uvomo. Ovvero, la capacita astrattiva dell nniversate
logico (unum versus alia) dell'intelletto umano, quella che, come vedremo nel
Capitolo Quinto, ¢ la scoperta fondamentale di Platone alla base del
pensiero occidentale e pit in generale del pensiero logico. Ovvero, la distin-
zione fra [unicitd formale del concetto o universale logico, rispetto allwnita
quantitativa di una molteplicita enumerabile di oggetti di cui per primo De-
moctito aveva fornito una definizione consistente, contro 'obiezione di
Parmenide riguardo la non contraddittorieta della nozione di molteplicita
numerabile. Nella teotia delle classi di Frege, questo doveva essere garantito
dal cosiddetto assioma incondizionato di astrazione. Quello per cui, una volta
definito — coerentemente al resto di un linguaggio formale — un dato pre-
dicato @x, ipso facto abbiamo definito in maniera consistente anche la sua
estensione, ovvero la classe y di elementi x che condividono la proprieta
espressa dal predicato, e quindi lo soddisfano (rendendolo zer). Cioe,

AyVx(x €Ey) & @x D

Nei termini della teotia di Frege dei numeti come “classi di classi”, se-
condo l'acuta critica di Russell, tutti 1 numeti sono delle classi nomzal.
Sono, ciog, classi in cui la proprieta condivisa dagli elementi del dominio



Rende antinomica
la clausola di
Russell applicata
alla totalita delle
classi normali

Superamento
dellantinomia
negando il carattere
incondizionato
dellassioma di
astrazione

116 — FILOSOFIA DELLA NATURA E DELLA SCIENZA

ed espressa dal predicato @x ¢ ultimamente quella «di non essere membti
di se stessi», cioé = (x € x) (cft. nota 33). Ora, se considetiamo la dasse
di tutte le classi che non si anto-appartengono (ad esempio, la classe di tutti i nu-
meri in aritmetica), stiamo di fatto prendendo come esempio di (1) la se-
guente formula:

EIny(x Eyea(xe x)) 2

con la clausola aggiuntiva di Russell che x = vy, visto che la totalita di tutti
gli elementi x che non si auto-appartengono costituirebbero a loro volta
una classe 3, cosi che da (2) detiva immediatamente la contraddizione:

ey)eo(yey) ©)

Pertanto, se vogliamo evitare questa antinomia «che mostra chiaramente
che ammettendo (1) come assioma abbiamo concesso troppo» (Suppes,
1972), p.16ss.), dobbiamo ridurre il carattere incondizionato di (1) nei termini
della forma condizionale dello schema assiomatico di separazione di Ernst
Zermelo (il famoso Aussondernng Axion) (Zermelo, 1908) che illustreremo
nel Capitolo 3. In effetti, ¢ senspre possibile separare gli elementi di un dato
insieme y che soddisfano una cetta proptieta e formano l'insieme costi-
tuito proprio da questi elementi, se supponiamo un ultetiore insieme g
che include y come sotto-insieme disginnto dagli altri sottoinsiemi di g e che
puo costituire cosi in maniera non-contraddittotia il dominio di un dato
predicato ¢ come desiderava Frege (Suppes, 1972, pp. 17-18). In questo
caso, infatti, invece di (2), avtemmo:

Ayvx((x € y) & (x € z A px)) “)
Cos, se aggiungiamo la clausola di non-appartenenza per le classi normali
=(x € x), come esempio di (4) avtemmo:

JyVx((x €Ey) © (x €z A =(x € x)) )

Pertanto, se poniamo la clausola di Russell che x = 1y, significa che ab-
biamo:

Vey) o (yeEZA(YEY)) ©

che non ¢ contraddittotia perché ¢ faka su entrambi i lad dell'equiva-
lenzas.

% Che il lato sinistro dell’equivalenza sia falso ¢ evidente visto che per ipotesi abbiamo
postochey € zequindi —(y € y). Cheillato destro dellequivalenza sia altrettanto falso
diventa evidente non appena riflettiamo sul fatto che non ¢ affatto vero che y € z a
condizione che y non si auto-appartenga, visto che ¢ vero esattamente il contrario!
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Lascio al lettore la dimostrazione che questa soluzione di Russell all’anti-
nomia di Frege (e di Cantor) non ¢ altro che la riproposizione del principio
di elementarita insienuistica formulato da Russell medesimo nei Principia pet
cul /la reductio ad unnm delluniversale logico si pud giustificare a patto di
considerare una classe/insieme come ekmento (sottoclasse/sottoinsieme)
di una ulteriore classe/insieme cui appattiene di #po lgico supetiore (cft.
Capitolo 3). In ogni caso, proptio perché nella teoria di Russell tale prin-
cipio ¢ legato all’assai discutibile «assioma di riduzione» della #zoria dei tipi
ramificata (Cfr. nota 28), la soluzione di Russell del’antinomia ha portato a
formulare diverse altre consistenti teotie assiomatiche degli insiemi quali Z,
ZF(C), NBG che illustreeremo nel Capitolo 3. Per il momento, cio che
mi preme sottolineare ¢ che cio che le accomuna ¢ il fatto che esse sono
in grado di evitare le antinomie non permettendo costruzioni zucondizionate
senza, cioé supportre ultetiori assiomi, di insiemi/classi usando termini
come «tutti gli insiemi/classi con la proptieta » come ¢ possibile teotia
degli insiemi di Cantor o nella teoria delle classi di Frege.

Draltra parte, I'ultima sottolineatura nella sconsolata citazione di Frege che
concludeva la precedente sottosezione esprime bene come la scoperta di
Russell va ben oltre 1 limiti dello stesso tentativo fregeano, di una fonda-
zione logicista della matematica mediante la teoria delle classi. Infatti, la
teotia di Frege si muoveva ancora nel’ambito dell’'approccio classico alla
logica e alla matematica che faceva dipendere la coerenza dalla verita.
Quello stesso per cui, prima di Lobacevskiji e Riemann si dava per scon-
tata la verita «auto-evidente» della geometria euclidea. Per Frege, sia la lo-
gica che la matematica hanno a che fare con enunciati veri e non solo
coerentl. Lo stesso assioma di astrazione prima ricordato rende palese che
la struttura sintattica di classe si fonda per Frege sul carattere vetitativo
dellenunciazione: la classe ¢ costituita dalla relazione fra predicato e il do-
mino che soddisfa il predicato, che cio¢ lo rende dncondizionatamente verv.
L’antinomia scoperta da Russell invece si muove esclusivamente sul piano
sintattico della relazione di appartenenza di classe, non tocca minimamente
il problema della vetita o meno del predicato. Se vogliamo I'antinomia e
la sua soluzione viene «prima» di questo problema della verita: ¢ questione
sintattica, tiguarda la formalizzazione logica degli enunciati predicativi, non
semantica, non riguarda cio¢ il contennto degli stessi.

Questa caratteristica della scoperta di Russell ¢ importante perché ti-
muove un altro pregiudizio che nei secoli si era sedimentato. E cioé che
le antinomie logiche nascessero esclusivamente al di fuoti della sinzassi e
della forma dell’argomentazione, che fossero legate, ciog, esclusivamente
al contenuto dell’argomentazione medesima, che avessero insomma un
esclusivo carattere sezzantico € non sintattico.
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Paradigmatica a questo tiguardo era la famosa «antinomia del mentitore»,
conosciuta fin dall’antichita, ai tempi det megarici, e di cui si interesso Ari-
stotele nei Topici e nelle Confintaziont sofistiche (25, 180b2-7) e, ptima di lui,
forse Platone nell’ Eutideno (283a-286a)%. Nella sua forma pit semplice
consiste nel partire dall’enunciato «l cretesi affermano: “tuttii cretesi sono
bugiardi’» e domandarsi se cio che 1 cretesi affermano di se stessi ¢ vero
o falso. E chiaro che questantinomia ¢ di tipo semantico: ha a che fare
con la verita o la falsita di enunciati su altri enunciati, come la necessita
dell’uso di due livelli di virgolette evidenzia grammaticalmente. Per questa
falsa convinzione del carattere esclusivamente semantico di ogni antino-
mia logica, sul modello di quella del mentitore, il razionalista di ogni epoca,
sia antico che moderno, ha insistito sulla necessita della formalizzazione,
allinseguimento del mito dell’assolutezza ncondizionata delle proprie di-
mostrazioni. La scoperta di Russell distruggeva d’incanto una simile im-
postazione. Esiste una radice sintattica puramente formale delle antinomie,
legata alla nozione predicativa di appartenenza €, sia essa definita su in-
siemi o su classi e la sua soluzione consiste nell’abbandonare il mito illu-
minista delle verita assolute nella scienza, senza per questo cadere nel relati-
vismo o nel nihilismo.

La vera questione, semmai, ¢ un’altra: ma se le antinomie non nascono né
dalla particolarita di alcune nozioni matematiche come quella d’insieme o
di classe, né dall'uso di particolari espressioni semantiche, dov’e la loro
origine? Se le antinomie hanno un’indubbia radice sintattica e non solo
semantica, se hanno un’indubbia radice formale e non solo contenutistica,
in cosa consiste questa radice? Ha forse origine in qualche anomalia
dell’'uso linguistico negli stessi linguaggi formali che ¢ sempre sfuggita, ma
potrebbe essere svelata e quindi evitata?

La risposta definitiva a tale questione, almeno per una logica e una mate-
matica che accetta di considerare ' € dellappartenenza a classi/insiemi
come un primitivo — ed una risposta negatival —verra data solo nel se-
colo seguente, a partire dal 1931 e dai Teorermsi dTncompletezza  dellaritme-
tica formalizzata di Peano (Cfr. nota 13), ad opera del matematico au-
striaco Kurt Godel. Una dimostrazione estesa, dai susseguentt T eoreni di
Limitazione di Turing e di Tarski, a tutti 1 sistemi formali, nella misura in
cul si usano zetod; finitari di prova degli enunciati. Quei metodi, cioe, che
a differenza dei metodi infinitari basati sullevidenza e/o sul tiferimento a
qualche forma di «ntuizione intellettuale», perché le dimostrazioni

36 Piu dubbia ¢ Pattribuzione tradizionale ad Epimenide (VI sec.) di tale antinomia, basan-
dosi anche sulla citazione biblica, paolina, della medesima, nella Lezera a Tito, 1,12. Molto
pitt probabile ¢ Pattribuzione fatta da Diogene Laerzio a Eubulide, uno dei fondatori della
scuola megarica (IV sec.), contemporaneo di Aristotele.
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dipendono esclusivamente da cio che ¢ stato esplitato negli assiomi e re-
gole di inferenza, garantiscono universale certezza alle inferenze (cfr. § 1.6.1).
Tornetemo nel Capitolo 3 sulla questione dei fondamenti insiemistici
della logica e della matematica che ha nei Teorensi di Incompletezza di Godel 1l
suo capitolo decisivo e in qualche modo definitivo.

Allo stesso tempo vedremo in quel capitolo 'emergere delle nuove pro-
spettive per la logica, tanto matematica quanto filosofica, aperte dalla lo-
gica algebrica relazionale della Teoria delle Categorie, basata sul riftuto di con-
siderare lo € dell’appartenenza insiemistica come un prizzitivo del linguag-
gio formalizzato della logica e della matematica moderne.

Prima pero di accennare a quest’ultima tappa della questione sui fonda-
menti della matematica e della logica moderne, ¢ bene offrire una som-
maria sintesi delle scoperte tivoluzionarie che nel frattempo si determi-
nano nella scienza fisica fra la fine dell’800 e 1 primi trent’anni del 900 e
che hanno indotto a patlare di «auova fisicar al riguardo. Ultimamente, si
trattera dellestensione del mzetodo potetico-deduttivo anche alle scienze fisiche,
contro la presunta apoditticita incondizionata della Meccanica Newto-
niana supposta dallTlluminismo agli inizi della modernita. Sara questo
Poggetto del prossimo capitolo. Da essa, alla fine e non casualmente,
emergera l'utilita di usare la Teoria delle Categorie anche nella formalizza-
zione logica e matematica delle teorie fisiche.

1.7 Sommario del Primo Capitolo

In questo primo capitolo abbiamo fornito un breve excursus stotico sulla
nascita della scienza moderna, sul suo sviluppo fino alla fine del XIX se-
colo e sull'influenza che questi eventi hanno avuto sull’antica filosofia
della natura. Nel § 1.1 abbiamo illustrato brevemente la nascita del pen-
siero scientifico moderno nei secoli XVI-XVII come ripresa su nuove
basi epistemologiche dell’approccio fisico-matematico greco allo studio
della natura. L'inizio della scienza moderna coincidera in particolare con
lo sviluppo del nuovo netodo matematico—sperimentale di Galilei (la natura non
va contemplata, ma interrogata mediante le nostre ipotesi matematiche di
spiegazione) e /a nascita del calcolo infinitesimale ad opera di Newton e Leibniz,
con la soluzione del problema della quadratura delle curve, problema sul
quale si era fermato lo sviluppo dell’'approccio greco allo studio fisico—
matematico della natura.

In § 1.2 abbiamo ricordato leclisse moderna della filosofia della natura a
causa dell’errata interpretazione della scienza moderna come una nuova
metafisica dell’ente naturale. Come, cio€, una nuova filosofia della natura
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e non come qualcosa di profondamente distinto. Di qui I'affermarsi dello
scientismo nelle sue varie forme, illuminista e positivista in particolare.

In § 1.3 abbiamo accennato brevemente alla meteora della filosofia della
natura di stampo hegeliano ed al suo ruolo per la nascita delle seienze
dell womo come distinte dalle scienze della natura e la conseguente separazione
assoluta fra le due culture

In § 1.4 abbiamo cercato di individuare quali erano le radici dello sezentismo
Wlluminista che, contrapposto al razionalisio filosofico, ha portato a quell’esi-
ziale contrapposizione ideologica fra le «due culture», scientifica e umani-
sta, di cui ancora paghiamo le conseguenze. Dapprimain § 1.4.1 abbiamo
ricordato brevemente come 'apogeo scientifico del programma illumini-
sta ¢ stato raggiunto con 'assiomatizzazione dell’analisi matematica e del
concetto di limite tra la fine del sec. XVIII e la prima meta del secolo XIX.
Quindi in § 1.4.2 abbiamo individuato la radice dell'ideologia scientista
moderna nella pretesa di costruire una scienza naturale sulla presunta as-
toevidenza delle leggi della dinamica newtoniana, sul modello dei postulati
della geometria euclidea. Tipico esempio di tale ideologia ¢ stata I'ipotesi
di determinismo meccanicista assoluto dell universo fisico, contenuta nell’opera di
Laplace e l'esaltazione della fisica newtoniana come «scienza assolutay.
Ovvero, come forma di sapere neondizionato o apodittico (= la coerenza
della dimostrazione, legata alla verita degli assiomi) e non zotetico (= la
coerenza della dimostrazione indipendente dalla verita degli assiomi), so-
stitutivo della metafisica e della filosofia in generale. Di qui la nascita del
programma della filosofia critica kantiana come programma di giustifica-
zione delluniversalita e della necessita della matematica e della fisica
«pure». Esse sono per Kant basate, non sulla presunta conoscibilita della
natura delle cose, ma sull’assolutezza autoevidente dei principi formali
della scienza matematica e fisica, prodotto dell’autocoscienza, dello tra-
scendentale» meta—soggettivo. Alle due scienze regine si contrappone
cosi, secondo Kant, la contraddittorieta e la sterilita della metafisica tradi-
zionale, vista ormai soltanto come infondato dogmatismo. Ma, come in
ogni parabola storica, 'apogeo dell’esaltazione illuminista della scienza
moderna, segna anche I'inizio del suo declino, legato alla cosiddetta «crisi
dei fondamenti», innanzitutto della base matematica ed epistemologica
della scienza moderna: la geometria e I'analisi matematica.

In § 1.5 abbiamo percio esaminato con una certa ampiezza 'evento della
crist det fondaments della matematica nel secolo XIX. La disfatta del mito scien-
tista comincia con la scoperta delle geomzetrie non-enclidee e I'assiomatizzazione
della matematica, con la conseguente accettazione del carattere ipotetico e non
incondizionato o apodittico delle teorie scientifiche. Il primo passo sara la
nascita delle geometrie non—euclidee di Bolyai e Lobacevskji. Da questo
momento, stante l'ipoteticita delle matematiche, I'evidenza cessa di essere
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considerata fondamento dell’ormai presunta vetita assoluta dei postulati
della matematica, mettendo in crisi il paradigma kantiano. La generalizza-
zione dell’approccio alle nuove geometrie non-euclidee si ha nella ptima
assiomatizzazione della geometria ad opera di B. Riemann. Riemann for-
nisce, infine, un modello euclideo della sua geomettia ellittica, come geome-
tria dello spazio curvo — esteso da Beltrami alla geometria iperbolica di Lo-
bacevskji —, fornendo insieme, un modello unificato, quasi intuitivo, delle
nuove geometrie ed insieme una prova indiretta della loro consistenza, che risultava
cosi equivalente a quella della geomettria euclidea.

11 profondo rivolgimento delle convinzioni che avevano guidato per mil-
lenni i matematici, portarono percio alla necessita di una riflessione ap-
profondita sui fondament della matematica, in particolare della consistenza
delle teorie matematiche, dato che non si poteva piu supporte la verita
incondizionata degli assiomi. Di qui, la necessita di trovare quello che Hil-
bert definira un metalingnaggio con cui provare la consistenza det linguagei
matematici, individuato da Weierstrass in poi con /a teoria degli insiemsi. 1n
tale sforzo sistematico, ci si ¢ imbattuti nel problema delle antinomie (Cft.
§1.6). Per primo fu G. Cantor (Cfr. §1.6.1), nella sua teotia non—assioma-
tica degli insiemi, ad imbattersi nell’antinomicita di nozioni onnicompren-
sive circa gli oggetti di una teotia come Uinsiense universale o Uinsiense massi-
male.

Di ben maggiore risonanza culturale fu la scoperta da parte di B. Russell
(Cfr. §1.6.2) di un’analoga antinomia ("antinomia della e/asse fotale) nel ten-
tativo /gicista di G. Frege di costruire una teoria dei fondamenti della ma-
tematica basata sulla nozione logica di dasse, come dominio di predicati,
non d’insieme. La gravita della scoperta era legata al fatto che I'antinomia
era di tipo /Agicw e non solo matematico (valeva in qualsiasi logica dei pre-
dicati, matematica 0 no), ma soprattutto era di tipo sinfattico € non seman-
tico. Era basata cioe sulla nozione sintattica di «appartenenza» € (che vale
sia in teoria degli insiemi che delle classi) e non su quella semantica di
«veritay, come lo erano invece le altre antinomie logiche note nella storia
del pensiero occidentale, a partire dalla famosa «antinomia del mentitore»
del pensiero greco scoperta dai Sofisti.
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